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前 言 


近年 来 ， 作 者 为 清华 大 学 无 线 电 电子 学 系 以 及 有 关 专 业 
的 研究 生 、 无 线 电 电子 学 系 的 本 科 高 年 级 学 生 开 设 了 “随机 
过 程 ” 课 程 ， 同 时 编写 了 这 方面 的 参考 教材 。 本 书 就 是 在 此 
基础 上 编写 而 成 的 。 

将 机 过 程 已 广泛 应 用 于 许字 额 域 中 ， 如 物理 、 生 物 、 社 
会 科学 (管理 、 经 济 ) 以 及 工程 科学 技术 中 ， 并 且 在 这 些 领域 
中 显示 出 十 分 重要 的 作用 。 本 书 将 着 重 讨论 随 机 过 程 的 基本 
研究 方法 ， 并 介绍 应 用 中 常 过 到 的 几 种 蕉 本 酵 机 过 程 ， 对 某 
些 应 用 ， 尤 其 是 在 控制 和 电子 技术 中 的 应 用 作 了 相应 的 介 
绍 。 

考 虚 到 学 生 在 学 习 本 课程 之 前 已 学 过 概率 论 的 基本 内 
容 ， 但 又 可 能 还 不 够 深入 和 熟练 ， 因 此 ， 本 书 在 某 些 章节 
中 。 为 了 引出 过 程 的 概念 对 概率 论 的 基本 内 容 作 一 些 讨 论 ， 
如 对 多 元 随机 变量 .了 维 正 麻 分 布 的 讨论 又 如 在 研究 马尔 可 
夫 过 程 中 不 断 地 同 顾 概率 论 的 基本 内 容 ， 并 在 项 录 中 可 入 了 
一 段 “RER”. | 

在 学 习 本 课程 之 前 ， 学 生 一 般 已 经 掌握 了 对 确定 性 函数 
《信和 号》 的 研究 分 析 方 法 。 本 书 采用 平行 于 芬 析 研究 确定 性 
汞 数 (信号) 时 使 用 的 方法 ， 确 立 一 套 相 应 的 对 随机 过 程 的 
研究 分 析 方 法 ， 如 随机 分 析 、 谱 分 析 ， 又 如 把 大 家 所 熟知 的 
情 氏 变换 用 于 研究 宽 平 稳 过 程 等 等 。 

全 书 共 分 七 章 。 第 一 章 提 出 随机 过 程 的 两 类 基本 分 析 方 
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法 。 第 二 章 、 第 三 章 是 采用 第 一 类 分 析 方 法 研究 马尔 可 未 过 
程 和 马尔 可 夫 链 ， 对 马尔 可 夫 过 程 着 重 研究 的 是 参数 连续 状 
态 离散 的 马尔 可 夫 过 程 ， 对 泊 松 过 程 作 了 较 详细 的 讨论 ， 并 
引出 了 排队 问题 。 第 四 章 采 用 第 二 类 分 析 方 法 研究 二 阶 矩 过 
程 、 平 稳 过 程 ， 并 着 重 讨论 了 随机 分 析 ”第 五 章 研 究 谱 分 析 
和 线性 系统 ， 先 用 相关 函数 方法 研究 初始 状态 为 零 的 条 件 下 
线性 系统 的 响应 ， 然 后 进一步 讨论 非 零 初 娘 情 帝 下 线性 系统 
的 响应 。 第 六 章 讨论 焉 态 过 程 。 第 七 章 为 估 值 再 论 ， 它 是 随 
镍 过程 应 用 的 一 个 方面 ， 也 是 为 学 习 下 一 门 课程 “信号 的 统 
计 检 测 和 估 值 ” 作 准 备 。 

本 书 篇 旺销 大 ， 本 根据 对 和 象 的 不 同 选用 其 中 的 一 部 分 ， 
如 对 本 科学 生 带 * 的 章节 可 以 不 学 。 不 向 专业 的 学 生 也 可 作 
不 同 的 选择 ， 也 可 增 深 一 些 因 容 。 

学 习 本 课程 前 需要 有 一 定 的 数学 基础 ， 包 括 微 积分 、 微 
分 方程 、 线 性 代数 、 复 变 函数 和 概率 论 的 基础 知识 ， 最 好 对 
信和 号 和 系统 有 一 定 的 了 解 。 

为 了 配合 理论 的 学 习 ， 在 各 章 后 面 配 有 一 定数 量 的 习 
题 。 随 机 讨 程 的 分 析 方 法 有 其 自身 的 特点 ， 读 者 需要 多 做 一 
些 习题 ， 才 能 对 理论 有 较 深 入 前 理解 。 

限于 水 平 ， 书 中 难免 有 许多 不 妥 和 和 销 误 之 处 ， 妃 请 读者 
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51 随机 过 程 


在 自然 界 中 事物 的 变化 过 程 可 以 分 为 两 大 类 。 第 一 类 具 
有 确定 形式 的 变化 过 程 ， 或 者 说 具有 必然 的 变化 规律 ， 用 数 
学 语言 来 说 ,就 是 事物 的 变化 过 程 可 以 用 一 个 时 间 t 的 确定 磺 
数 来 描述 。 这 类 过 程 称 为 确定 性 过 程 。 例 如 电 纵 器 通过 电阻 
放电 时 ， 电 容 两 端的 电位 差 随时 间 的 变化 就 是 一 个 确定 性 函 
数 。 而 另 一 类 过 程 没有 确定 的 变化 形式 ， 也 就 是 说 。 每 次 对 
它 的 测量 结果 没有 一 个 确定 的 变化 闪 律 ， 用 数学 语言 来 说 ， 
这 类 事物 的 变化 过 程 不 能 用 一 个 时 间 t 的 确定 性 疯 数 来 措 
述 。 如 果 对 该 事物 的 变化 全 过 程 进行 一 次 观察 ， 可 得 到 一 个 
时 间 t 的 通 数 ,但 是 若 对 读 事 物 的 变化 过 程 重复 地 独立 地 进行 
多 次 观察 ， 则 每 次 所 得 到 的 结果 是 不 相同 的 。 从 另 一 角度 来 
看 ， 如 果 固 定 某 一 观测 时 刻 t， 事 物 在 时 刻 t 出 现 的 状态 是 随 
机 的 。 这 类 过 程 称 为 随机 过 程 。 

自然 署 有 许多 属于 随 宙 性质 的 过 程 ， 创 如 ， 

《1) 在 电话 问题 中 ,我们 用 68《t) 表 东 在 时 刻 t 前 电 
话 局 接 到 的 呼唤 次 数 。 如 果 国 定 +t， 列 Et) 型 然 是 一 个 随机 
变量 。 但 是 + 是 可 蛮 参 数 、 是 一 个 连 钼 变量 ， 所 DL E£Ct X 
是 一 个 过 程 。 因 此 ， 这 个 问题 所 涉及 的 不 仅 是 一 个 随机 变量 
的 问题 ， 它 既是 随机 的 ， 又 是 一 个 过 程 。 

(2) 在 波 耳 氨 原 子 模型 中 ， 电 子 可 以 在 允许 的 轨道 之 
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一 上 运动 。 我 们 用 “(t) -PER E t FR] P R ТЕНЕ P 
Shi Liech" ARH. АРИУ ЛА ННЯ RA 
道上 CHUA d ОНОК ЈЕР j SUID. , W EK E| — 48 © 
道上 是 随机 的 ， 县 迁 的 时 刻 t, t e EROL. Я 
йн Ла, АЗЕ ИТЛЕ ДЫН Eit ВЕ. 

(55 ЖЕ LE лук Ер. WM F УРЕ aa 
的 质点 A. ФН (ЕСЕ), ПСО д КТЕН Zt 质 点 在 液 面 上 
КАА, B, SE ТА, (500), ЛСОУ 
БАЕ М» BE t E КЕЛИ, БНА, sCO E 
一 个 过 程 。 

以 上 三 个 例子 都 说 明和 需要 在 事物 的 变化 过 程 中 研究 它 的 
状态 。 

我 们 用 “随机 过 程 2 一 词 来 卖 示 依 元 于 一 个 变动 参 莉 的 
ЖИЕ, 

虽然 随机 过 程 不 能 用 一 个 确定 性 的 函数 来 描述 ， 但 是 随 
机 过 程 也 是 有 规律 的 。 我 们 的 任 委 就 是 研究 如 和 何 描述 一 个 随 
机 过 程 ， 即 三 究 请 机 过 程 的 性 质 和 规律 。 

完 从 三 个 生子 开始 ， 说 胃 如 何 描 述 一 个 随机 过 程 。 

C10 WAHAB 

ын WEE AERE Dot S] 3E -KEN MRE 
出 现 的 结果 。 部 果 出 现 正面 ， 记 其 结果 为 1 ; Hp, 
记 其 结果 为 0。 HARFE, Eure —3X5y54 (05, 
Жу, Xg "`h 则 

{хуу Xj, Fas ере (x. n=1, 2, “y Xn=1 或 0} 
ВУИ В x. 是 一 个 随机 变量 (1 或 0》， 所 以 无 
33 А ER FE ВЕ BE) COT 71. РЕВЕ BEDS UE 
AA ВЕБЕ І, BETRA PGE. S UXPUPPBU R JA 
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ЖКН БЕНЕН ЭЗ АЧ, ЖОН x, 出 更 0 或 1 的 
Жжж енун n X. В 

Pix, =1} = 第 n dedi Po th GET Ж = p 

Píx,20)2328 nik ИШИБИ = q = 1- P 
其 中 Ptfxo =1) =p j n 22, Hx x, 《isk 时 ) 是 相互 
统计 独立 的 随机 变量 。 称 具有 这 种 特性 的 随机 村 程 为 伯 努 利 
型 随机 过 程 。 

有 许多 实际 问题 是 可 以 用 伯 努 利 狂 率 模型 来 描述 的 。 如 
在 数字 通信 中 折 传 送 的 信号 是 昧 冲 信 叶 ， 在 某 一 时 刻 +t 可 能 
出 现 脉冲 ,也 可 能 不 出 现 脉 冲 , 出 现 脉 冲 称 为 1 ， 不 出 现 脉 冲 
FA 0， 则 在 t+ 时 刻 信号 的 值 *. Е-Е, Врх. 
二 个 状态 ，0 或 1。 如 果 在 ti，ta，ts，… 时 ЖИДЫ, Ш 
PISHE (X xa. Xas е} m {Xas DEl, 2, 3, еу; х=] 
或 0}。 如 果 在 t. 暑 刻 出 现 1 或 0 的 概率 和 观察 的 时 刻 tt 无 
Ж, Æt, 出现, 与 其 他 任何 时 肇 tt Нах. 是 相互 统计 
独立 的 ， 并 设 P{xe =1) =р, Р(х, = 0) =9=1-р, Шеру 
k3:X, Hxi. x, G=kRPD 是 相互 统计 独立 的 随机 变量 ， 
这 样 形成 的 随机 序列 属于 伯 努 利 概 型 。 

在 伯 努 利 概 型 的 随机 过 程 中 ， 如 果 同 定 观 测 时 刻 廿 ， 则 
它 的 试验 辣 果 是 属于 二 个 样本 点 CO, 1) Briggs Ж 
空间 ©, 如 果 在 二 个 不 同时 Zeb t. t. 38 B8 iA O39 $4 XR, GU 
x X: НЕН ЯНАУ (0, 0), (0, 15 , (1,0), 
{1，1)， 其 样本 空间 为 Sx: x Sa FR 224a. {хь 
x:} 是 一 个 二 维 随机 变量 ， 或 二 维 随 机 从 量 。 

EHE, WEE t, trest, 观察 其 所 取 的 值 (xyxs， 
ey xn ) ， 便 可 得 到 一 个 n 维 随机 矢量 ， 其 样本 空间 为 
Sx x Sx; х xb, 在 该 样本 空间 中 包括 从 (0，0，…， 
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0) 到 《1，1，…，1) 的 2 个 样本 点 。 

(TA. WERE tis t, Е Ep RA x. КЕЛ МА Lii 
可 得 到 一 个 无 穷 维 的 随机 和 关 基 ， 其 样本 空间 为 

Ox X Sa x = XS. X 

(2) IE SEE TUR 

ERERKEN Hi C868. CE 
波形 为 

x(t) =v sin (mt +p) 
Jt o ARE, oA REAME, о = 2xf,f 为 振荡 频率 ,中 为 
Fe BJ EA ЛА Н о H TE pe rh BU S ВНЕ, ndi ЛЕН ЖЕШ ЯП 
Ж НИЕ НОНЕ НА GERENS, Sr Bd ЕЛ — 
AA, EREM, о. o 意 随 和 宙 蛮 量 ， 每 一 台 的 vv、o2 是 样本 
空间 CY.8) 中 的 一 个 样本 点 ， 而 且 每 次 把 振东 器 接 上 电源 ， 
振 蓝 的 起 始 相 角 9 也 是 随机 的 ，9 也 有 一 个 样本 空间 下 。 B 
时 每 次 对 一 台 据 葛 器 作 试 验 ， 其 输出 电压 的 wx、@ ,名 是 样 革 
SEV, 0. D 中 的 一 个 点 。 当 然 ， 输 出 电压 还 是 一 个 时 间 
Ho ЛО dco PEE Ж Dco US rh H Н vB БЕ ВОВУ fed ра c š 
SEHEÉIEXENE, (ABS v. ©, Фуа, ABE S BI TX 
的 输出 可 能 均 不 相同 。 部 果 因 定 一 个 观测 时 刻 ， 观 察 各 台 振 
落 器 在 这 一 时 刻 的 电压 ， 由 于 o. o. 是 随机 变量， 且 
x(t) = u siniwt +p) 

Кох (1) ВЕТА, dE tB] xCOR Zr dE ЖЕТ tK v 
o. 9 mr lie 

fk x(t) =v sin (ot +p AEREN, dk 
BB, ЕЛАН, ТО Г 0, eo 内 的 任意 值 。 

(3)5 ЗНАЕМЕ р А Зр PITE EL, $E ANGE РУУ e 
(假定 为 1 ВӘ 到 一 个 样本 ， 则 可 在 时 刻 t= 1,2,3,…， 


. od «+» 





mn, … 测 得 一 族 无 穷 可 列 维 随机 天 是 (ish р -- К Bh 
量 的 结 昌 为 样本 空间 前 一 个 点 ， 每 次 油 试 的 鱼 时 可 能 各 不 相 
同 。 我 们 把 每 次 测试 的 结果 称 为 一 个 现实 ， 或 陈 闪 一 个 样本 
AA. SAH, WREE- TON AS HA 
On ER, Шир ВЧЕРА АН Ж, 
Ric ТТ {Ыр ЖӨ үн COHEBRELAE GEO ОС m yk б ind 
周 定 nn 个 时 刻 ; 则 可 测 得 .5 个 时 刻 噪声 (по) BU n 
维 分 布 。 
及 上 述 三 个 例子 中 看 到 有 二 种 措 述 随机 过 程 的 方法 : 
(2) MERA t, ILR ECHEAN ЖЇР БА ПО {И ДЕ 
EIEE р ВЕЛЕ, f — Е 5 IR] (О, 97 |Р), 
Вр 8,00) —E(o, Ту} АЕ [Н] oR 内 的 一 个 随机 变量 ， 可 
H E Е, (хә =E; t)= РЕК, (о) x) =P {E (o, t) 
Сх) 00, D. З ИЛАТ. AH A AE HH AE 
A—mpmp£EQe, DOA, mee t 20 Ea, tA 
MH 33, УИА АСЮ, te Toce m АН 
HORE. MERE n HRAS A RER n OT 同时 刻 
t, t, 0. t, 相对 应 克 n AROLE E EG), ECCO, s 
EGO, 
Fus ea On, XS +з, Xa) 
=Е(х,, x, e, хр ta t +, tn) 
L2P(G p) xx, (t) CR ce, BC.) x.) 
其 中 n RO tf S b SE BJ, t, i; с» tn жт руа 
нт ЕЖ nEt, t, се, t, 都 是 任意 选 定 By, Н 
此 变 求 给 出 的 是 一 族 有 限 维 分 布 询 数 。 可 以 着 出 ， 这 一 族 有 
眼 维 分 布 孟 数 不 促 刻 划 出 了 对 应 于 每 一 个 财 刻 t 的 随机 变量 


. Б = 





ECO ИЧЕТ ЭЙЕ ШЕ. TE ШЖ ШЫ Т ТЕЧ Ab. t, 的 
ECE), ЕСЕ Ар. БИШ, В ЛООНУ HARE 
RT EE ELE PR SD rB Ж AE. Sex cog Bug 
£B Ж ЖОН ВЕЕ КЕС), t€ THU TRAE D АС, 

xx E НЕНА AUT DE A. 

Ф 为 了 简便 起 见 ， 往 往 把 5cw，) 简 写 为 E(t)。 

O 有 计 把 随机 过 程 &(t) 在 t= t, 所 取 的 值 x(ts) 称 为 
随机 过 程 Et 在 +t=tr 时 的 状态 。 

(2)》 对 于 特定 的 ve 只 ， 即 对 于 一 个 特定 的 试验 结 
果 ，#eIt) 是 一 个 确定 的 拌 本 巩 数 ， 它 可 以 理解 为 随机 过 程 
的 一 次 实现 。 有 时 为 了 避免 泥 江 ,第 上 个 实现 可 用 x,(t) 表 示 
Z. BF xD 是 一 次 实现 , 它 可 以 通过 测 语 而 得 到 。 例 如 
在 正 藏 波 过 程 的 一 次 试验 中 ，J-、@、 雹 为 一 个 确定 的 值 ， 
因此 一 次 试验 得 到 的 现实 为 一 正弦 函数 。 

这 两 种 措 述 方法 是 互 为 补充 的 。 由 于 随机 过 程 可 以 用 -… 
` 族 有 限 维 分 布 函 数 描 述 ， 因 此 可 以 利用 研究 随机 舌 量 的 方法 
研究 随机 过 程 。 . 

.概括 上 面 述 二 种 描述 方法 ， 可 以 对 随机 过 程 作 一 个 概括 
的 说 明 。 

ЖУ. B, F, 了 ) 是 概率 空间 ，T 是 直线 上 的 参数 
E 《可 列 或 不 可 列 的 ) ,车 对 每 一 个 tET，E#(w,t) =Ё, (о) 
MILER, ШК (200, t), t€ T) 为 该 概率 空间 上 的 随机 过 
f. 

随机 过 程 是 一 个 统称 ， 有 时 这 一 各 词 专 指 T 是 连续 的 
场合 。 若 {tET} 取 离散 值 时 称 汶 随机 序列 (或 时 间 序 列 》。 
把 一 次 试验 结果 xuft)，teTI， 称 为 随机 过 程 的 一 个 实现 或 
—^ EE. 
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fec T {ЕЕ ЗЕБ EL h ETE EP ЖЕ ГЇ] ФК, 如 上 
XEBS PP. fg BT Ы ЖЧ ЖЕРИНЕ ЖЕП He Be у 
Ж.П, ЖЕЛЕ ЮЕШ ЗЕН ЕШШ. ЖШ AC ЗЕ 
X 处 的 棉 条 横 蕉 面积 ， 则 对 于 图 定 的 x， А бх) а — ВЕ 9, 35 


和 量 。 在 个 不 同 距离 X, Xe 0, х, 处 对 应 的 烧 鹤 面积 
А (х1), AQGu), +, A(X HEDRE, BAE 
一 个 随机 过 程 。 


$2 随机 过 程 的 分 类 和 举例 


杠 据 参数 集 工 的 性 质 ， 随 桃 过 程 可 分 为 两 大 类 ， 
(1) 参数 集 工 是 一 个 可 列 集 ， 如 
Ti = 0, 1, 2, +=) 


T= ie, -2, 一 了， 0, 1, 2, +} 
$1 rp it fe SCHEDE ЖЕЕ Tak — AKENE. ЖОК Ж 
TUS 9 REM 258 БИЛУ ЖЕ SK ШШ Л.Н I. 


(2) 参数 集 下 是 一 个 不 可 列 集 ， 如 
T,z(t/tz0), Т,={/-со<#<оо) 

这 类 过 程 称 为 连续 参数 随机 过 程 。 

за —Jiiü uer Ed ЕС.) MRE RE BUM, E 
随和 机 过 积分 为 两 大 类 。( 1 ) 离 散 状 态 ， 即 ЕСЕ.) 所 取 的 值 是 
离散 的 ，( 2 ) 连 续 状 态 ， 即 Et 所 到 的 值 在 一 个 范围 内 是 
连续 的 。 

所 以 随机 过 程 可 分 为 四 大 类 ， 

(1) 离散 参数 离散 型 随机 过 程 

这 类 过 程 的 特点 是 参数 集 为 离散 和 的， 同时 固定 tt(tr》 
所 取 的 值 CRE PEAR. ASHER рах 26. 


. 7 . 





岗 一 、 一 维 随 机 游 动 的 研究 。 设 有 一 质点 在 x 轴 上 必 随 
机 游 动 ， 期 在 t= 个 时 质点 居于 加 的 以 点 9， 在 t=1,， 2, 
8, -— 时 质点 可 以 在 x 轴 上 正 向 或 反 向 移动 一 个 单位 距离 ， 
作 正 向 移动 一 信 单 位 距离 的 颖 率 为 P， 作 反 向 移动 一 个 单位 
距离 的 概率 为 9=1-p。 经 时 间 n， 质 点 仿 离 诛 点 的 距离 为 
k, FAT k AREI? | 

EL ” 设 质 点 每 次 移动 的 距离 为 所 ， 上 可取 +1， 也 可 取 
一 1， 即 卫 会 = 十 1} = 了 








i0 12 348 6 7 8 8101] © 


E] 1-1 
Р(ё = 1) =951-р 
ЮЕ t- 1 时， 偏离 原 点 的 距离 为 7.，7。 也 是 一 随 
机 变量 ， 于 是 
n. = УБ, T fi = 0 


ХА КРЕ F, 与 该 质点 所 处 的 位 置 无 关 ， 当 iski 
Ë ЯП ёк 是 四 下 统计 独立 的 随机 变量 。 图 1-10] T n, 的 样 
Дк ЕҢ» 

о n=1 B, ДААЛ У m = 1 sk = -1， 而 
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P{W =1i}=P{t.=1}=p 
Р =—}}=Р{Бүш—1}=ча=1-р 
当 5n=24 时 ， 质 点 可 能 驶 的 位 置 为 3，0， 一 2， W 
PUn22)2P( = 1, £j-1) 
= РЁ = 1)P15,; = 1) = p° 
Pim =0}= Р(Ё = 1, S= ~ 1} 
*P(E--1, £ =1) 
= Pif = PIE = - 11 
*PGO;R-IGP)PQ = 1> = 3pq 
Р(т = –2) = РЁ, = — 1, Ë= 一直 
= P{ġ = -1}P{f = -1}= g 
依次 类 推 ， 当 t=1 BT, HDGRURURIS[UNOUA.D2D-2, 
A-d, +, -(n-4), —-(in-2),—-n, 
dne n 次 游 动 中 有 m 次 贰 点 正 向 移动 HD m K 
Ë= +1, MUS nam Kip fE Б IADEG, BD # n- m K 
£= - 1, MÜ; IF | 


a= УЕ = таС+1) + (0 т)С- 1). 


le: 


-2m-n-k 或 тз «ЭУЕ. 


于 Рп. =) = (9 )p"a 





ча M 





TEEF" 

上 式 中 mm 是 一 正 整 数 ， 风 如 о 为 奇数 ，k 也 是 奇数 ， 
к<п„ дп AAR, k wEB, ken 

(2) EES PP PL NE BL TE 

ЭЖЕНЕР DE 2383 T ЖЕЕП, TE Ж — BF Au 
t, ECGOBEBEHRS (А GORA 是 离散 型 的 。 

HI 设 有 一 脉冲 数字 通信 系统 ， 它 传送 的 信号 是 脉 
宽 为 了 ,的 脉冲 信号 ， 每 隔 荆 。 送出 一 个 脉 串 。 脉 串 幅 度 &(t) 
基 一 个 随机 变量 ， 它 可 取 四 个 值 ‹+2, +1, =i -2), 
且 取 这 四 个 值 的 概率 是 相等 的 ， 拖 

P(E(t) = +2) = P(E(t)= +1) = PIE(t) = = 15 


=PO = -2) = 


不 同 周期 内 脉冲 幅度 是 相互 统计 独立 的 ， 脉 冲 的 起 始 时 间 相 
对 寺 原 点 (t= 0) КЕГЕ] 3E u 为 均匀 分 布 在 (0，Ts) 内 的 随机 
变量 。 试 求 在 两 个 时 刻 to te 该 随机 过 程 #(t) 所 取 值 ЕСЕ), 
ECORI — HE K r Б НЕ 


£t) 








8 图 1-2 给 出 了 该 脉冲 数字 信号 的 典型 样本 函数 图 。 

在 时 间 输 上 击 定 两 个 时 刻 tt、ts。 首 先 要 研究 的 问题 是 
t. 0, 是 否 处 在 同一 脉冲 内 。 设 事件 表 承 n. t, B| qA J 
ЖИЛЕ РИ ТЕЛЕ, BRE со 表示 tas te AEEA fig ii ik np Н 
期 内 。 它 的 道 事件 c^ 表 永 在 S. t ПЕРГ ЛА АЈА BK bh 
B, ВЕ. t, 处 在 局 一 脉冲 阅 期 肉 。 

当 [t — t4] >T, 时 ， 事 件 c 为 必然 事件 ;因此 


当 It, t4 >T, f}, PQc)-1 (1) 
RI, H [ti ~ >т, се 为 不 可 能 事件 ， 即 当 
It; t >T Bf, P(c*) z1- Р(с) =0 (25 


щі. - t <T, 8, t, t A PREAL EHk ah 内 ， 世 
T RIBERETE TUIS ШКЕ pq. UE Ó X t 所 在 的 脉 中 的 起 始 时 
刻 。 由 于 脉冲 的 起 始 时 间 相 对 于 原点 人 = Rt BJ3 u 2354 
HETO, Top, mBzxf sS nf m, NH 
BA T WU O 也 是 均匀 分 布 的 随机 变量 ，2 可 视 为 均匀 分 布 


FACE 
| 1 
РЕ 
Го і, 
£O) 
| HIC. 
P 
8 d N89 T, | 
£0 
faz 
1 
hh +T 
图 1-3 
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TG >= IT，t) 内 的 随机 变量 。 图 1-3 mdi T ОВ Hk ЖЕ 
At, t、8 的 其 系 图 。 如 tty W 
Pacey = Pitia + Т=Р{0:>%,-1Т,} 





1 tz- Tn 
=l- Piget- Tj 21- f dg 





т, t1- Та 
Ü 
A t«t, B) 
"T _ 1 ks 
Pen» = Ptts>0 = | U 
2155-75 
=1 T. 
因此 Ptee) =1- [ert (3) 
n . 
_ Jt. -t.| 
P(c) = T; C4) 
根据 全 概率 分 式 知 
а, O8. Xi) =f, r, 0 x,/ey 


e PCC) ef, ua uus x;/c*)P(c*) C5) 
根据 不 和 同 间 期 内 脉冲 幅 度 是 相 王 统计 独立 的 随机 变量 ， 于 是 


ty eye Ско xe) =| 1401-0 | 


1 = 2, +1. 
4E, domo] б 


At. „ЖЕН DB, NO ECO SECO, EB 
- 12 . 





f, (x, х.е“ у 


til ezc? 
= > 4a- ак, = D (7) 
ve x. - 1. 
把 ( 1)、(2)、( 383)、{ 4) 及 (6)、(7) 代 入 (5} 式 得 
BOO. EO VÈS HERE OG BOR ЖОШ, Вр, ра с. Т, 


TENET x =| Уу, tao - i>] 


iy - 1. 


х[ x oec op T 


k == - 


+f > Jaa- Daea- d | - 5) 


REEL 
M jt — t,| TB 
le... CX x) = | il 15-0] 


#=-2,-1, 
1.4 


x[ z 4209-0] 


(3) 连续 参数 连续 型 随机 过 程 
这 类 过 程 的 特点 是 参数 集 荆 是 连续 的 ， 且 在 + 时 如 过 程 
ECO Br EGER rE GERE E BLAE SE 81 "P ЫЗЕНИЕЎЗКФ THE ЯП dh 
体 管 噪声 均 属 于 这 类 随机 过 程 。 
Di AEREE, - оо<і<оо)} 
£ (t> = V cos wt 
Жр oo Xd ER, V 为 在 人 0 二 内 均匀 分 布 的 随机 变量 ， 即 
fo) -{ 1 OSY) 
о (AB) 
(1) BH £CO RT EAE EG 
е 138 * 








_ л Зх л " 
B (2) 求 t=0，  ——, áo! o ИЛЕШ ECHO 
的 概率 密度 
(3) Жее 8, 的 概率 密度 。 


М (1) ЖУ 2, M| x(t= P cos ot 是 一 个 确 


Хе {Ж HUC CAL 1-4а), ЖУ = 0, 88 x CO) = ОС bi 
ШЖ V = L, MW xit) 2 cosct ЕТЕ ОЮ, E 1 462. 





Ei 14 
(2) 当 t=0 时 ，E(0) = V, H EORR P R E 
立 的 福 率 密度 函数 ORBE 1-5), EH 


~ 14 = 


fi Osx) 


eC Tio (其 他 x 值 ) 





1-5 


x Í. 1l. 
当 t = 0, фаш х= У соз о а У, Ж 


f, co (Ios 7) CLER 1-6) 
ө о ED 





я І 
当 = 37. Jo E. = Xa = V cos o p = - сў Ж 
sr 1 
Qr Ag ===) 
9 GCE x) 
$ т 
эщ t= 一- 时， Ë. = x. = Vcoso = - V, № 


1 (-1xxx0) 
"s 


(LE 1-8) 
0 Же x f) 图 


. 15 « 





Fiy 00 fe. D 
v2 |ы 


图 1-6 图 3-7 


з 0 


图 1-8 


(3) H te= o B, Eu =x = Усов =0, ide 
V 取 何 值 ， 均 有 5.,=0， EE P (ES. =0)= 1, REG 的 分 布 
KE F.) = ост), ВЕ. .tx) 是 在 x=0 уд Gr ИТК on 
frel X) = (x), . 

Bm ЖЕКИ (Онт 

£(t) = А соз(ої +p) 

其 中 据 幅 A 取 常数 ， 角 频率 w 取 常数 ， 而 相位 9 是 一 个 随 
机 变量 。 它 均匀 分 布 手 〈-F， лу H, B 
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{—х=фа) 


(o 取 其 它 值 时 3 
求 在 tt 时刻 Ct) 的 概率 密度 ts, (x), 
M Nt KZL ECOL ЈК АСКА 
Ё(1) =E, = А cos(ot +e) (-—omeden) 


1 
ЕСФ) = | 2л 
0 


或 ф = соз`'-55-—@{ С- Аё, ФА) 


图 1-9 mh HH T £, 和 中 
Bux A. ТЩ 





de >~1L1 (1 
d£, i - (&-) А 
= - (А-Т 
根据 随机 变量 的 变换 关系 


式 可 得 
Ж, 





dl (Ar yT 
=Í 7 C A=x=A) 图 1-9 
© GEE хүн? 
BARER, Titt Wf E Н e a EEH E 的 。 
HEAR ЕАО ш К 3 — a 
(4) BASRE SE2U RE LII PE 
ЖАЖА, ТРАЕ К, PE FE Br Bz 
人 二 (tt) 是 一 连续 分 布 的 随机 变量 ， 即 状态 是 连续 P. CX 
称 为 连续 随机 序列 。 
如 果 每 隔 单位 时 间 对 部 体 管 噪声 进行 抽样 ， 所 得 到 的 
* 17 = 








是 在 t= …， —2,—-1, 0, 1, 2, + 时 的 随机 序列 , 而 这 个 
序列 的 状态 是 连续 的 。 它 属于 离散 参数 连续 弄 随 机 过 程 。 

不 论 随 机 过 程 属 于 那 一 类 。 我 们 均 需 要 找 出 它 的 钳 计 特 
性 ， 才 能 讨论 它 的 性 质 。 所 谓 研 究 统计 特性 ， 其 中 的 一 种 方 
法 就 是 求 该 过 程 的 有 限 维 分 布 函数 族 。 下 面 再 举 一 例 来 说 明 
Tr fot s E ELSE RR HE 

HI Scie. Tuas sk. BOND 
To Wk nb {ДЕРИ Si pap Е D Ton dm RED ЛЕЙ БЕДЕРИ ЕП, 
НЕН BL IE ЧП МСО 0?» ZI [н] IRL BH Н Е, E (GE) 
A R РЗА, МЕНО НН DA LAS. Brp Eet 
jg Бк = ОУ ТН] ЖЕ u 症 均 义务 布 在 (0。T) 内 的 随 视 变量 。nu 
和 炭 冲 幅 意 间 也 是 相互 统计 独立 的 《这 种 稍 号 是 脉冲 幅 度 
调制 信号) . ЖАИ Е. t Bipi E EO) ЯТ 86 й 
EGO, ECORI TAER S ЖЕК В. 

W ”图 1-10 IH T iX IK p ТЕТЛА JURE RECS BRE Es FR] PI 
=, ER ЙН НН FEP ts tao 


ЮУ 





EP 1-10 


a 18 * 


(а) 3h [= 5l >T, Bj, t. t, 位 于 两 个 不 同 的 周期 
W, Bu. £o 是 相互 统计 独立 的 ， 故 


1 x! + xš 
f, uta Ov х.) = 2xgí exp[ - got -) 


Co) 34 [t tj «T, B, t. 所 位 于 两 个 不 同 脉 op JN 
期 内 的 概率 为 








t,、t; 位 于 相同 脉冲 周期 内 的 概率 为 
peer) =1- ict. 
根据 全 概率 公式 可 知 
1 eu 009 31) =, a (09 x,/c)P(c) 


tate: (x, x,/c*)P(c*) 





E NNNM 
— — 
fi- dezt] 


ущ, т.а] — Mc p A RT EC) EDIO, 
故 上 式 的 第 二 项 出 现 S(Cx, - x0BS AREE Et) 的 
二 维 联合 概率 密度 不 是 二 维 正 态 分 布 ， 虽然 皇 (t 由 是 正 态 分 
dp, ECHO UE IE d fe 

上 面 所 讨论 的 分 类 方法 是 从 参数 集 特征 和 状态 的 特征 来 
区 分 不 同 的 随机 过 程 。 但 是 还 有 其 他 的 分 类 方法 。 可 以 从 随 
机 过 程 的 不 同性 质 进行 分 类 、 即 有 所 亩 马尔 可 夫 过 程 ， 二 阶 
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Eu, phu au СЕЗЕ, Эс TA ЖЫ {ЕШ Ж E EP HIC. 
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用 随机 过 程 的 分 布 函数 族 可 以 完善 地 描述 随机 过 程 的 统 
计 特 性 。 和 但 是 在 实 唉 应 用 中 要 确定 随机 过 程 的 世 率 密度 成 分 
布 函 数 族 并 姗 以 分 析 往 往 比 园 困 难 ， 有 时 其 至 不 可 能 。 因 而 
像 在 研究 随机 变量 前 特性 时 引入 随机 变量 的 数字 特征 那样 ， 
在 研究 随机 过 程 时 也 引入 随机 过 程 的 基本 数字 特征 。 利 用 这 
些 基 本 数字 特征 姐 能 并 述 随机 过 程 的 重要 特征， 又 便于 进行 
运算 和 实际 测量 。 

U(ECD, - ceo<t<seso)} 是 一 随机 过 程 ,对 于 某 一 时 对 
tl，5(t) 为 一 个 一 维 随机 变量 ， 它 的 分 布 通 数 H Е, (о, 
概率 密度 为 f: ,,(xX)， 于 是 可 得 它 的 均值 或 数学 期 望 为 

# (t) = ЕЕС) } 


«b xf,,(x)dx 


= r xf,(x, t,)dx 


ГС) RRES t ARNA, Du THR 起 网， 把 
HOS t. (x, vo, W О t, WAR, H BU UE 
ЯН н — REOS t. üt E NE. 

EE, EEO EENE ECO 的 所 有 样本 函数 在 参数 
t 时 函 煞 值 的 平均 ， 通 常 称 这 种 平均 为 集 平 均 ， СР 
后 提出 的 时 阐 平 均 的 概念 。 

均值 i. CO GER T Bü Lid fu £COO fE T nl 23) t. DE EJ rh 
D. М 1-11 

找 出 随机 变量 EC) = £L RI T Wik ОАВ. ЭНЕ EOS 


a 20 «* 








Bot 


ei(ti = ПОРС) S ECCE ~ u CEDE) 
= E(F£CtOT - LECECEO 2 ]* 


ü NE - Bg CE J'E; 00 dx 


= 人 noh uos tds 


oi ty 称 为 随机 过 程 的 方 剖 。 一 般 说 它 是 妃 的 西数 。 方差 的 
平方 根 o:(t,) 称 为 随 枫 过程 E(t1) 的 均 方 根 盖 或 标准 差 ， 它 
乾 示 随机 械 午 5(t,) 在 时 刻 t. 对 于 均值 ktt1) 的 偏离 程度 。 

жіно ае т BODIE t 时 的 统计 特性 ， 是 重要 的 数 
字 特 征 。 

为 了 描绘 二. 注 个 不 同 参 数 世 、t: 时 该 随机 过 程 状态 之 间 
的 联系 ， 要 利用 二 元 概率 密度 。 设 E(t 和 #(t,} 是 随机 过 程 
E(t) 在 参数 为 tL、ts BEDS feue One Xe to ЮН 
应 的 二 维 释 率 密 府 ， 于 是 可 得 它们 的 二 阶 温 合 原点 矩 

КС, t) = EECt Elta)? 


2] e 


=f |. хам, у, (Жуу t, ty dx dx, 


TERR BL I3 ЖЕ НЕД ЩА [4 52% ER cu p k АРН © 
ай. ЮТ. ону, H Ree ftis 1.) m 
Z. ETRS ERMAN T EEA R, <t,, t). 

ae foL xs EJ LB EG, EG) Иа он, Ж 
称 为 随 极 过 程 СОН ВЭБ, МЕУ РУГЕ В, 用 
Cii, WER, HRA Celti t), 

Ci lti, ta) = ЕГЕС) — Ks (tiy ЁСЕ) ~ ps OO) 


= 全 NC н (tiy ][x, ~ nett) 


XÍ, t , 05 Xi t. ts) Hx, dx 
Re (t, tj)- д. С) Cu) 


= Соу (E(t), E 


当 t, = t, 时 ， 

оС =C,,(t,, tO = Rte, to) ~ [и COT 

шыш, AZAMARA h. В, ЕЖЕ 
AFRE PRESEA Hp E RAD FU EH OL ER I 
са НЭ ВА 0) 。 及 理论 上 说 ， 人 仅仅 研究 随机 过 程 的 均 
值 和 自 相 关 丁 数 是 不能 并 装 对 整个 随机 过 程 的 研究 和 的 ， 但 是 
它们 确实 推 述 了 随机 过 程 的 主要 统计 特性 ， 比 有 究 维 分 布 沙 
数 族 易于 观测 各 参与 运算 ,因而 对 王 解 天 应 开课 题 而 言 ,它们 
往往 能 起 到 重要 作弄 ， 国 此 ， 在 随 本 过程 理 论 中 形成 了 击 研 
穹 均值 和 相关 函数 为 主要 峙 容 的 一 个 分 支 ， 邯 要 头 理论 。 

研究 随 柄 过 程 有 两 条 澡 见 的 途 和 从 。 一 条 途径 侧 生 于 研究 
概率 结构 ， 比 方 说 研究 某 时 刻 过 程 所 取 状 态 与 以 前 另 一 些 时 
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刻 的 状态 的 联合 分 布 函数 或 联合 概率 密度 ， 又 如 研究 基 时 刻 
状态 的 概率 分 布 与 前 一 些 时 刻 状态 的 概率 分 布 之 间 的 关系 。 
另 一 条 途 笃 则 侧重 于 统计 平均 性 质 的 研究 ， 如 研究 随机 过 如 
的 机 关 函 数 等 。 今 后 可 以 看 到 ， 前 者 用 于 对 马尔 科 突 过 程 的 
研究 ， 后 者 用 于 二 阶 距 过 程 、 平 稳 过 程 等 的 研究 。 

例 一 设 有 正 束 波 过 程 

Elt) = А cos(@Gt + 0) 

Жн Bo A RUNE. AME o 取 常 数 ， 相 位 8 是 一 个 均匀 分 
布 了 学 (- 和 ，z) 间 的 随机 变量 ， 求 Et 的 均值 和 相关 函数 。 

Ж 《1) EUGCO!) =u (t> 





= i А cos(@t + 99—149 
aa 2x 
= -A sing Tot) p 


= А rsintz +t) -sin 一 下 十 所 十) 了 
2л 


=0 
即 它 的 均值 为 常数 〈 与 参数 t 无 关 ) 。 
(2) B, sta) =E(E(t,)E(t,)) 


- f А? cos(ot, + 8) cos(ot, + D) -让 -49 


= Lf [cos(ot, tot: + 26) 
+ cos(@t, — соо) Jd8 
` = 27 созо (t; = tt》 = А cos oT 


IRH r= t, — ts, ERE t, 和 t BS ERE [н] 3E; 可 以 看 出 ， 该 相 
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Зс й ауе 675, 
НИН E t НОН Bs B T= t t BS Pñ Ж 
的 随机 过 程 称 为 宽 乎 稳 随机 过 程 。 
WZ 设 有 随机 电报 信号 ， 它 的 定义 如 下 ， 
Ci) 在 任何 时 刻 t， st) 取信 涛 0 或 1 ， 共 有 两 种 可 


能 状态 。 设 取 值 为 0 的 概率 为 廊 ， 取 信 为 1 的 概率 为 也， 即 


PEO =O) =F PUQO-D-1 


(25 每 个 状态 的 持续 时 间 是 随机 的 ， 若 在 工时 间 内 波 

形变 化 的 次 数 # HE nhau. BU 
P(u= kj = -人 езт a0, T>0) 

HE A ЖЕШ {ун HJ PIECE ОРУ ARI CC 

(3) EOWA RARR K SO 与 随机 变量 2 是 相 
互 统计 测 立 的 。 
求 随机 电报 信号 5t) 的 均 信和 自 相关 西数 。 

E 图 1-12 给 出 了 随机 电报 信和 导 ЕС) ШЕЕ ДЕ ВА 3, 
(1) 均值 
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EY =. SIX OX а 


- 即 对 于 所 有 的 +， 询 俏 为 常数 。 
(20 IX BRI 如 时 tt 
Reelt ta = ЕЕС ECHO T = 1 x1P{E(t) = 1, 
Elta) =1)+1х0Р{ (0) = 1,201) = 0; 
TOXxIPiE(tO =0,£(t,) = 1) 
+0 x 0Pí(FE(ti) = 0,Z(t,> = 0} 
zPIE(to21, £(t =1} 
FHR PEt) =1, Et = 1j 
事件 (ЕС) m1, Eita «1) Т UE p EGO, # 
0—6, ВЕРЧ ОИ E dB UTER, ШЕРА ЕС) = 1, 
и= К}. 
Й Rain, t0 = P(2(t)=1, ве ЙК} 
= P(ECCO = 11P iz = dB Kb 


= +P = fi zk) 


| 


1 ГАС - 0,02" g tta 
2 kI 
x 一 偶数 


d 1[ Z [tts - 1] een 
2*7 2 ki M 


= 





4 ут t= Mte- ЫЛ eee] 


IT 1 


= ое сар + ё А05 t1] 


” 20" 








= qu petiti- tug 
E, WMR tot MEY 


Rath, t) - 101 жез! +] 


d Ra, (t; 8) ect» 1 


C, , (t, t4) = Cov(Ë(t,), EC 


=Í g-t- ts 


图 1-13 mii T ECO BS 482 ERE PRI. 


Rut i, G) 





0 гафу 


图 1-13 


ВРЕ 1] T=t,- ta ME 


к, SCR, t) = 2401 + erit 


cov(£(t), £0) = Cui, t,)= Tem 


FS 2s Et p dad fp 5CO ip HB 3 r Sr, RI TEC {4 为 
АЭС НО Ба 50, КРЛ АТИН S e m RES pti: 
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84 黄 个 或 两 个 以 上 和 随机 过 程 的 
联合 分 布 和 数 宰 特征 


在 实际 问题 中 常 遇 到 必须 同时 考虑 两 个 或 两 个 以 上 随机 
过 程 的 情 襄 ， 如 线性 系统 的 输入 有 信和 号 和 噪声 ， 而 两 者 均 可 
能 是 随机 的 。 又 如 有 时 要 分 析 线 性 系统 的 输入 随机 过 程 和 输 
出 随机 过 程 闻 的 关系 《 见 图 1 -14) ， 在 这 种 情况 下 : 不 仅 
要 研究 各 个 随机 过 程 的 概率 分 布 、 概 率 密 度 或 统 性 特性 ， 而 
且 还 必须 研究 几 个 随机 过 程 的 联合 分 布 、 联 合 概 率 密度 或 上 几 
个 随机 过 程 的 联合 统计 特性 。 


MAAIE 线性 系统 аный 
信号 dg 


图 1-14 


RAMAH), ETAO, tT) РП 
具有 同一 个 参数 全， t, ta ta oe t 和 Gu tous t 
参数 集 工 内 的 任意 两 组 实数 ， 则 称 a + m 维 随机 变量 (CO, 
(т), ЕСЫ), +, ЁС); n), tt 的 联合 
250 ж 

Каш(Х,, x,, ce, Xag б, t. +, tag Уу, Yo +, 
Уш tis ti 09, МЮ) = PECX, EGG La, =. ЁСЕ.) 
«Xag UU y NOD) «ya, ce, (OUO Су. АДЛЫ 
(EC), t€ T) 和 iG), t€ TY 的 n+a 维 联合 分 布 函数 。 
相应 的 n+ m 维 联 合 概 率 密 度 沁 次 
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Ba, Xn ce. Ka to t, +з, 
tasy Vass Yu ti, tis c0. i$) 
ino rige n # m EL ARTEXCEEZH ti t... t, 
ft, tu, to Ha ЛП ЖЕШЕТ ШОКЕ ЛИН ДА PIX 
Ж 
Кб. Ma. се, Kaj б, te зе, tag 
Yo Ya te, Var tí, ti, сту ta) 
=F,(x,, ку, Xag f ta се, ta) 
Б.У, Ye сз, Yu ii. бү, c0, tm) 
或 Ға, Ху, +-, Xag bis tz, +з, Тр 
Vis Ya сз Ym tis Eg, Сга СА) 
=Í (x Ж, се, Xag t, fy e, tQ) 
xU, (yu Va, cU. Ymg б, tu, се, ta) 
MERELE (200), tc TANG, t€ TH 是 相互 统计 独立 
的 。 | 
关于 数字 特征 ， 除 了 ECOL 2CO НЮ fF tE 外 ， 
ТЕЗУ [3] BE VF IERICER IE] JE Н ВЕЕ (5C, t E TAOD, 
teET} 组 或 的 二 维 联合 分 布 函 数 《或 概率 密度 》 所 确定 的 二 
阶 混合 原点 什 或 二 阶 温 合 中 心 矩 。 
如 果 对 寺 所 有 的 t 都 满足 EE{E} 之 + 和 F(R》 之 
+ co0, 且 设 t,、ts 是 参数 集中 的 任意 两 个 数 , 则 5(tD 和 #7(ts) 
МЗ у 
Rialti, 5) = EECE Yn) 


- Í Xyl..(x, y, b, todxdy 


Pk R.C, БВА, tET AG), cc T? 的 
互相 关 函 数 。 
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ЕСС Bri ЧН t BS 
Сї, 1.) = Соз (Ё(1,), "(t,)) 
= ЕХГЕСЕ - p Ct TN te — д. C522 


= 全 | «- He (%))(у-н,(%)) 


xie (x, y, t, tpdxdy 
e Et ONCE) } aiu. C) 
=K,.Ct,, ta) ~ ua CE J (Cts) 

PRECOR O R L Ere h b E ABO LP Fe ECO 和 和 yt) 
By H p Jr ЖЕ AA 

ЯСЕ ВРХ ВОТ И 过 程 E, tC T) fis, 
t€ET} 对 干 任意 的 两 个 参量 t, 和 ts 都 具有 

Ci, t,)=0 
或 R,.(t,, = ЕАС) Су ере Chun CU 
zEQO DIEGO 

则 称 随 机 过 程 СЯП 7(t) 是 统计 不 相关 或 不 相关 的 。 . 

出 此 可 以 周到 ， 邵 果 两 个 随机 过 程 是 相互 统计 独立 的 ， 
而 且 它们 的 二 阶 矩 都 存在 ， 则 它们 必然 是 不 相关 的 。 然 而 我 
们 不 能 由 再 个 过 程 不 相关 来 推 斯 它们 是 统计 独立 的 。 但 是 
对 于 正 态 过 程 ， 不 相关 性 和 相互 统计 独立 性 是 完全 一 至 
的 。 

当 同 时 考虑 两 个 以 上 随机 过 程 上 时， 可 以 类 做 地 引入 它们 
的 联合 分 布 范 数 或 联合 概率 密度 以 及 两 两 之 阅 人 的 号 相关 区 数 
5k H. p 71 3E РА, 

下 面 用 例 闻 来 说 明 引 入 互相 关 函 数 的 必要 性 。 

ШУ АНТЕ, ERRA A СО, nOD. COO 三 个 随机 
过 程 ， 它 的 输出 随机 过 程 为 W(t)， 十 基 
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Wt) SECO +5(t) +644 
MERIA H РА [ALES ECRIRE ERG 
Cio Süd Ege W ОЮ EJ 
a.C = ЕМС) = E(CE£CO +900 + CO) 
=н, Ct) HHn kt) +u, (t) 
此 式 袁 示 输 出 过 程 的 均 悄 为 各 输入 过 程 均 值 之 和 。 
(2》 输 出 过 程 WOOD EE 
БК, t) = ЕГЕ) +n(t,> 500601 
x [Ë (tr) (60 + E(t,) E 
=EtE(t,E(t,yy + ЕОС 9С.) Y} 
+ EGO Су + EXE CEO n (60) 
ФЕС БС р EANGE Ct)? 
+ Egnet Etta} + Eiti DE СЬ) 
REQ(CCOTf(GO) 
xmH.Q€0, t) Rt, 60 
+F. (to te) +R: it, ty) 
+R, (tu to) + Rs С, UG) 
+R. (ti, t) 十 及 tt t|) 
+К tti, ts 
EZH, ШЕН ЖЕЛ Ep JOE ВА ЖЫ, JA 
38 И Җ--1- ES LIRE IB AU Н. ЛАЭС РА 60, DNO ЕХ. H 
ARH, JU F ИЛЛЕ ВО EUROS ER š: pf DU ZR DS te ER 
Жей] E 482 ERE FORO BEL ЛУ IS SH X РЕ 9022 RU 
mÆ ЕВ HORAHXBU, Bm, B 
为 零 ， 则 输出 过 程 的 均值 (0-0, B 
R... (t, t,)=E4F(12)90t;) en ROG) = Q 
K... Ct. t.) = 0 


. 30 = 


Fe (t, $280 Rata, t =0 

Kalti 6) =0 R. (t. ta) = 0 

Row(t;, t) = R, (ti, НКС, t) + Rut f) 

ER HAA F, WMR t= 6, ШЇЇ НН УЗЕ 

gut) Ry (t, t1) = R. .(t,, t5 +i (t, ti) 

-RQQQ, t.) 
=0Ф()+о (Ж) tolit) 
由 于 在 后 面 的 讨论 中 常 要 遇 到 复 随机 过 程 ， 这 里 先 引 入 复数 
值 的 随机 变量 。 

定义 dc. 为 同一 概率 空间 (8, ШУ, РУ 上 前 两 个 到 
实数 佳 的 随机 变量 ， 并 设 扣 =4+ 芒 ， 则 称 上 为 该 慨 尝 空间 上 
的 一 个 复 随 机 变量 。 

dE. 大 的 一 阶 矩 和 二 阶 罕 存在， 由 

ЕР = Es + ЕЁ 

DE = F| £- EF P= E{(4 - EE (£ — ED) 

= E(n- Ent + E ((£ — ED 
其 中 Её SE УЫЗЫ BB SLE TE E ОМИН. DE 定义 为 复 随 机 恋 量 
上 的 方差。 方差 值 为 一 实数 。 实 质 上 ，*“ 上 是 ?7. “上 所 组 成 的 二 
ли. 

ш Ж ES APLE N TF: 

ЖУ HW AEO) E-A АЖ 
REX, nO., (ORA ARAKERE BH], MEG = ñ (t) 
жі DE MAPL, 

Жл) жЕ) y 的 数学 期 望 和 二 阶 矩 都 存在 ， 则 定义 

EECt)}y = EQ (0) + JEGC CO) I 
H ECOBI HEP, хе 
EEDE (t) = ECHO + jE JD + O00) 
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= Ri: (t, ta) 
ЖЭ Ж БИЛУ Же Н ра. 


Bb RAZEN EE = 2 met, Җ нл, (1 <k 


= ND АН. ТЕЕ w Б] EE ЛЕВ ПАРА Моо, оё), Bp 
"x BE EHE E NDA, m 的 方 着 (1 S EXNDA OP, c. 
为 常数 。 求 上 人 t) 的 均值 和 相关 函数 。 


Ж E= Уле "к= } n ecosoxt 
к= ка 1 


ч 


+j) In, sino,t 


к=] 
N ч 

Ho - EG -E(XIncoss.t +} Ут зїп ф,+ =0 
k=. k=l 


R: G, tp RE(GCOEG) 
-EA (Ere Eme) 


N 
= J gielt te 
k =i 


RP ECOOBDEHBOSTE, MS BS AEN 22 r= t,- t, B$ 
函数 ， 放 世人) 是 一 宽 平 稳 随 机 过 程 。 
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5] 题 


l. 某 公 共 汽 车 站 停 改 着 两 辆 公共 汽车 4 和 B: 从 :=1 
秒 开 始 ， 每 隔 1 秒 有 一 乘客 到 达 车 站 。 如 果 和 三 -一 乘客 以 慨 率 


JELA, UNE SELBE, CRECEN MERNI 


ФИЗ, ЗЕН 5. RE t= 1 时 乘客 登 上 上 车 的 状态 ， 即 
Ж ЕХ БАЕ E = 1, GGEGR BBÓENSE,-0, W 


Р{ =l =Ñ, PiE =0) = j, 当 t=n 时 在 A 车 上 的 习 容 


жут, = obs п, 是 一 个 二 项 式 分 布 的 计算 过 程 。 
с1) Жп. 的 概率 ， 即 Pin = Е) =? k = 0, 1, 2, 


ny 

(2) 当 公 共 汽 车 A 上 到 达 10 DERN, А Е CB 
ЯЛЕ = 2187 75-29, H+t=228F 8382838 A ЗЕ, 1-22 
时 A 车 出 发 )， 求 4 车 的 吊 发 时 间 工 的 概率 分 布 。 

2. 设 有 一 采用 脉 宽 调制 以 传递 信息 的 答 单 通信 系统 。 
ЖОР ЕЕ АНТ, 每 一 个 局 期 传递 一 个 值 ; 脉冲 宽度 受 
到 随机 信息 的 调制 ， 司 每 个 脉冲 的 宽度 均匀 分 布 于 бо. T) 
肉 ， 而 书 不 同 半期 的 脉 宽 是 相 珀 统计 独立 的 随机 变量 脉冲 
的 幅度 为 常数 4& 。 也 就 是 说 ， 这 个 通信 系统 传送 的 信息 为 随 
机 脉 宽 等 幅度 的 周期 信号 ， 它 是 一 随机 过 程 &(t1》， 图 题 1-1 
画 出 了 它 的 样本 函数 。 试 求 Et 的 一 维 概率 密度 (х), 

3. EA HILH EO), TEDRE m a А EN A 
Юй WE sa, (O»dIBTITEs&BEÉE. ВБ 
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tit, 


£o 


ъч НЯ т, к—ъ—= Н 





ЕЕ 1-3 


ЗАТЕ КНН, HAE Е ВЕЕ pu WAS 
Б 设 在 +t=0 后 的 第 一 个 零 值 点 位 于 ro，z 是 一 个 随机 变 
BGE (0, D WII dp. B 
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1 
t. e«t T (Ost T) 
0 CREE 
РЕИНА, 求 随机 过 程 ЕСО) ЕЊЕ, 
4, 设 有 随机 过 程 | 
£ (t) = Ecosot +7 sin wt {- co<t< oo) 
Жр о 为 常数 ， 且 w>0 £ ün 是 随机 变量 ， 吕 相互 统计 
独立 ， 它 们 的 概率 密度 为 


: 1 х? 
1 = - 一 -一 一 
e€ (X) 77727 exp{ 2 } (—-oocx« coo) 





і. (уу = 





сен) cem 


И} £ ЖИ Л ТЕЖА МОО, DREE. SION 
ED = V sin(ot + ф)@$ДЁҖ, 

(1) REO, RIMDE „СУ, о), [Бр уй $E E 
计 独 立 。 

《2) BE ORRADRE ДЖ, 

《3) Ж LCO BI ERRE E f. (zy 


(4 ) Waaa, AS 20 7 podte}, 其 中 
с, ЖИВА 事件 的 概率 P(A)。 
5。 求 第 4 题 所 给 出 的 随机 过 程 £Ct) 的 均值 和 自 相关 机 
жг. 
6. ИУ СО, И x 是 一 实数 ， 定 义 另 一 
个 随机 过 程 nO 
nt}y=1 (E(t)<*) 
10) = 0 (Ex) 
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ИШИНИН АРЕНЕ 
- — aaia 





试 证 "OO m АЯН TR B ЭЖИ Eid) 的 一 维 
和 二 维 分 布 函数 。 

7. 设 有 随机 过 程 (CO, - оо «< ooy АСБ) = ncos t, 
Жүр ñ БЫЛЫР СО, 1 ) 间 的 随机 变量 ， 即 
1 (0=y<1) 
0 CE E y f 


试 证 ， (a) Rt, ta) = + соз L, cos t, 


i Cy) - Í 


(b) Cj, C, t.) = ч соз t, соз t, 


8. 设 有 一 随机 过 程 201) 作为 图 题 1-8 Br N BU УЕ Ж 
统 的 输入 ， 系 统 的 输出 为 9(t)， 若 801) 的 相关 通 数 为 Ree 
《ti,ts)， 试 求 输出 随机 过 程 7(t) 的 自 相关 和 函数 “用 输入 过 程 
НИНЕ), 


£c — T} 


ER 1-8 


9. Pie, 1) 93 P ELE SL BBS B {Н {Йй S ОШ 
ЕЙГЕ АР Со, 0) 以 概率 172 取 值 8 或 1， 单 位 内 时 间 波 形 平 
均 变化 次 数 为 4;》，#7(%， 如 也 是 0 、1 随机 电报 信号， E 
在 单位 时 间 内 波形 平均 变化 次 数 为 4,， 且 E(w，t 和 ?tw%， 
t)} 是 相 筷 统计 独立 的 ， 又 设 随 机 过 程 5tw， ЮЖ (о, 0. 9 
w, ORILE S ZM, Вр 500, 0-250, ty+ neo, O, 
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C12 WEH Ew, Ф) Ду o RES А, 

(2) WBoRL(G, tB ug RE ME. 

(32 设 有 两 时 刻 t Mt, REDA itoi 2 E Е 
合 概率 密度 。 

10, 质点 在 直线 上 作 随机 游 2b , "PT =1,2,3, Hf 
质点 可 以 在 x 轴 上 往 石 或 往 左 作 一 个 单位 距离 的 随机 游 动 。 
车 往 右 移动 一 个 单位 距离 的 概率 为 P， 往 堪 称 动 一 个 单位 距 
离 的 概率 为 9， 即 Pto = +1 =p, РА = - 1р =9, p+g 
=1， 且 各 次 游 动 是 相 王 统计 独立 的 。 经 过 5 次 游 动 ,质点 所 
Rb OBEN п, nO) = M. 

C10 R nGORBUEJ(, —— 

‚ (2) Жел л) EE S ESL ERE В Ba, n.) 
和 Cs, Cn, n), | [ 
11. 设 有 哗 例 二 所 定义 的 四 电 平 随机 调幅 信号 #(t) , 求 
BR EL ШУЛ 28 HR TC 

12. RA $2 Pi Xy. AHHEUE A IE dS Um HU 随机 
调幅 信号 E, RER А DA Ag 
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第 一 ж ”马尔 可 夫 过 程 ( 1) 
马尔 可 夫 链 


61 马尔 可 夫 过 程 的 定义 


C ЖХ RA ВВЕ Е), ET}, tet 
< Lim Ctm ЄТ, FTE tista, aste tas Emei W ECOIN 
得 到 相 诬 的 观测 值 XXa, ха, +, Xo, Sma 满足 条 件 

EmA ty tn cs Uma f X iX Km) = f... ta Xm/ Km) 

则 称 这 次 过 程 为 具有 马尔 可 夫 性 质 的 随机 过 程 或 马尔 让 夫 过 
程 。 其 中 Ё, atis tutam ta ma Ха, Kas е, XQ) ARAE) 
=х, ЁС) = Xt = x, 的 条 件 下 , 在 ta МЕС) 
WR x... 值 的 条 件 概 率 密度 。 

上 述 定义 中 的 条 性 是 用 概率 密度 形式 表示 的 ， 该 条 件 也 
可 用 概率 形式 表示 ， 即 

P(2(t,, C A/E(t;) xi, E(t) = x; E Cta) x) 

= PHE Ctm) EAE Ctm) = x) 





或 Pittman E Ct) =X; Ë(t,)= Xa, ee SEGA) 
= Xn} = Pilta) LR amar Em) = Xa) 


或 Fi pmp? to Sees e Oma XXa Xm) 
= Fi уук, Оен) 
如 果 把 ta FIE «Я Е” ЕД Tj 因 tn 4: 成 3 
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ЗИ АЉЗИ: ti te, +, Ema WÈ 
RA “5А”. ВИШЕ X hi RAN Эу, 在 tn 时 
ECOLE x, RFF, ECO. “FOR EARS “ЧЫ” 
ВОК ЖЖ ЕН рРНК. ECOBUUHDR"U ДАОШЧ 
“现在 ”与 “过 去 ”发生 联系 ， 一 且 “RME” па, “H 
Ж” 与 “过 去 ?” 无关。 也 可 以 说 : 在 已 知 tw 时 过 程 所 处 状 
&& EG.) = х, ЖЕЕ, Ва, 以 后 过 程 将 到 达 状 态 HS f 
BÀ ^g REI t. 以 前 过 程 所 处 的 状态 无 关 。 这 个 条 件 称 为 过 程 的 
无 后 效 性 或 过 程 的 马尔 可 夫 性 。 

BRAR EDORAS RRR E ERA 
лал X Xr, Ху, се, Xm) 
= Ё, asteinen СКА Хн Xa 9, Xma) 
"fe et (Xs К, Ut. Xni) 
LISSE GG хы. Ола 
“х,у, tt Xna min 
=Í, jaa Km/ Xm Meu uuu OIX den 
fous Gs/ x fun) 
该 式 表明 Et 的 n 维 概率 密谋 等 于 一 些 条 件 概 率 密 度 5 t 
时 初始 概率 密 产 的 霖 入。 这 些 条 件 概率 密度 称 为 转移 概率 密 
度 。 
HERTA GEO, tc T) n RERUMS fiit on D LUE RR 
的 状态 室 间 ，Ett? 可 能 取 的 值 称 为 状态 。 500 ox {К Ж E 
时 刻 过 程 〈 或 系统 ) БЕЛАЯ &。 蕊 尔 可 夫 过 程 的 状态 空间 
可 以 是 连续 的 ， 也 可 以 是 离散 的 。 乌 图 可 夫 过 程 的 参数 上 可 
以 是 连续 的 ， 也 可 以 是 离散 的 。 
CD HARR RIER EN: 
Em} n=0, 1, 2, "小 是 离散 状态 (状态 空间 为 1 )， 
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参数 为 非 负 束 数 的 随机 过 程 ， 上 且 &a) 溃 足 条 件 
P(E(n+1)=j/Ë(0) =i, £OD = il, 
e,  п-1)= 1, £@my=i 
= РЕ(о +1) = ј/ (0) =i} | 
HES п=0, 1, 2, o n, НЕО) =i #01) =i, 
5. ба - 1) sin p 20а) = іа, £O 01) 5) I AREE 
ERSE, ECD, EOD, c, £XOY - 1 388 0595 022 Br 
取 的 值 有 关 ， 把 这 类 随机 过 程 称 为 马尔 可 夫 链 。 
由 定义 可 知 
PEs i EC1) = h, (2) =, +ë, EQ) Si} 
=Pit(ny=i,/ËEG0) =, ECD =i, (一 二 
=i, k PiE) = i, ED =i, +, ¿(n—-1) 
=й} 
=Р{Е(тпу=1„/ (тэ—-1)у=1„.,} 
P(EG0)= k, ED Siy +, bn -1)=i,.,} 


= Р{Ё&(п)у=1„/Ё(п—1)=1„_,} 

«Рп = D =i, /£(n-2) i.a). 

PO) = 500) = 1Р0) = s) i 

可 见 ， 为 了 描述 马 泵 可 夫 链 的 4n + 1) 维 概率 分 布 , 最 重要 的 
ХЕ РЕК + 1) =j/E(E) = D, Жо ЖЕЕ ЖЕЛДЕН 
刻 上 时 的 一 步 转移 概率 

pa (ky = P(8(k+1) =j/ËE(k>= i) 
EEREN A ka ¿(ky He i BRST, #F-—mB 2E+1 
BPECk- D 取 1 慎 的 概率 。 显然 р. (О WERA BÀ FAAEE 
质 ， 
(1> pi (ky>0 G, jel) 
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(2) Уур. (х) =1 GED 
"n 


CE) тирке 
定义 ”如 果 在 马尔 可 去 链 中 
Р{Е(Е +1) =]/Е(Е) =i} = pu 
即 从 i 状态 转移 到 状态 的 概率 与 & 无 关 ， 风 称 这 类 马尔 可 
夫 链 为 齐 次 马尔 可 去 链 。 
Ë РЕЗЕ PRERE po MARRE, НО 2 5 
EERS, 1, 2, WAR, W 





Poc Po: Poa 
Pis Pu pir 

P- | Pae Ра! Рәх 
ELIT 
| Pie Pi: Pi: 


QA P E FB E FS ЧЕДА, ЗРНАТА ЯП 8) 01. Р 
被 称 为 -- 步 转移 概率 短 阵 。 吉 果 状 态 空 间 的 状态 是 有 限 的 ， 
ДУА Ку sep X mp Et Eo, tt, 
主 2，…， 则 称 为 可 列 状 态 的 马尔 可 夫 链 。 


$2 切 普 曼 - 柯 尔 莫 哥 洛 夫 方 程式 


ЕФЕ БИКО НК, ВН 
还 可 以 定义 т 步 转移 概 宁 рту (n) 
pr?(cn)P(£(n +m) = (п) = i} 
它 代 表 在 时 刻 呈 时 喜人 na) 的 状态 为 主 的 条 件 下 ， 经 过 m 步 转 
. 4l * 





PAARA) RRE, PA 
pmd G, (€I 


NX PU ed; GEN 


pel 
当 m=1 时 ， 它 是 一 步 转移 概率 
pirm) =p (n) 
通常 还 规定 
"EN fi ‘(=D 
pian esu ta Gs i) 
对 于 m 55428 EAR F üJ BJ Е C83 R EE BEIC US E 
sa 
pm) = PO PIROD pk onem) G, 1ED 
ЕК UA АУЕ ИН, 
PTU) = Рд (път +r} = ЕСП) = i} 
= Р(Ё(а + +г) еј, £in4m)-k/Etn) = 1) 


kel 


= 2 PO +m +r) {Еп + тау = к, £(n) = 1) 


. Pí£(n e m) =k/Ë(n) = i) 


= [РФ + пг) е Еж ш) = К} 
e Pine m) =k/ËE(n) = i} 
= Урт (n pi (a +m) G, 16 D 
对 于 齐 次 马尔 可 夫 过 程 ， 则 切 普 曼 - 柯 尔 英 哥 党 夫 方 程 
‚42 > 





AURR TER, 
р е $олртўрүў G, 1€ D 


E PURE m PRERE, ЕЛЖ P Mj 


根据 上 述 公式 可 得 
p" = pp: 
ER LT P= POPU = PP = (ру? 
E 3H р" = к-р: чаза ш tP)” 
Bj pi = Y PGaPu 
ket 


其 中 P''" 即 是 一 步 转移 概率 矩阵 P。 
НЕ, п ЯКЕ Ш М Н ЖЕЕ 
P НЯ m КЕЕ, раина, 


py = Урі "Pia 
求 得 。 这 样 ， 对 于 齐 次 马尔 可 夫 链 ， 如 果 知 道 了 它 的 初始 概 
ЖЛ, а= 02000 ЛУКАН, ЖАЯ ТЕ 
ИК, Жр RIS S ТН T ЯЫ 15. 
їп ЕСП) ЕН { A І, (none ccn,, Bü (п) рК 
AERE E APR 
Pim) =i, EM) =i, -, £(n.)= ht 


= PPE =}, £q)2i, EM) = b, 
" Em =i} 
= EPO БИО ) =i.) 
PUO =}, ED siy e, Snr) = а} 
| 43+ 


п CAD т) 


= аруу. P(O) =}, E) = i, 


3 Ёп, ..) =i,.,* 


«лр ик! рик. AE Ppi” 
jet 
PO) =i, (0) =j} 


in ar SQQ атак р) (пгт, {туу 
= Ур Jd Pu, à ери "рүү, 


= іа к-1 
Е 


+ РЧЕСОЎ = b 


上 式 中 各 m 步 转移 概率 РУП, РОЙ”, ee, prr rU Ж 
利用 切 普 吝 - 柯 尔 莫 哥 洛 夫 公式 求 得 。 所 以 ， 利用 初 给 分 布 
和 一 步 转移 概率 就 可 以 完全 确定 马尔 可 夫 链 的 统计 规律 。 


83 ”马尔 可 夫 链 的 一 些 简单 例子 


马尔 可 去 链 在 研究 质点 的 随机 运动 、 自 动 控制 、 通 信 技 
术 、 生 物 学 中 的 群体 增长 、 基 因 遗 忧 等 诸 方面 均 有 广 证 的 运 
用 。 

现 举 一 些 属于 马尔 可 夫 链 的 例子 。 

全 一 ”天 气 预报 问题 

如 果 明 天 是 否 有 十 仅 与 今日 的 天 气 ( 蚌 省 有 雨 ) 有 关 ， 
而 与 过 去 的 天 气 无 关 ， 并 设 今日 下 两， 明日 有 雨 竟 概率 为 
2, 今日 无 雨 而 明日 有 两 的 概率 为 8 又 假定 把 有 十 称 为 

* dd: 


状态 和 天气， 把 无 十 称 汶 1 状态 天 气 ， 则 本 秽 是 一 个 两 状态 的 
ки. ТО ЖИЕ МИЕЛИН ОН 
Poo Ро! @ l~g 
diui ш 1-8 
de-0.7, В=0.4, M—F BREER A 
0.7 9.3 
в = (0, » 
TR p 3538 И] 
a, , 240.7. 0.3ҹ/0.7 0.3 
PoS (PsP Lan о.о 0.6) 
(75 M 
0.52 0.48 
Vu 2b £6 ЖЩ EAE РЕМ 
р (р): ро, ро 
0.61 0,39 /0.61 0,39 
"Qoo o 49) г 0.48) 
„(те 0.4281) 
0.5668 0.4332 
HETE 2 H SHE ЖШ H 443 W BU ЖУ 
pi? =0.5749 
Z 在 某 数 字 通 信 系 统 中 传递 0、1 两 种 信号 ， 且 
传递 要 经 过 许 密 级 。 每 级 中 由 于 燥 声 的 存在 会 引起 误差 。 如 
果 每 级 送 入 0 、1 信和 号 后 ， 它 的 输出 不 产生 误差 的 概率 为 
p( 有 最 各 级 正确 传递 信息 的 概率 ) , 则 各 级 输入 状态 和 输出 状 
zs ЖЕНЕ ОШ РИНЕН Е) 为 


p 1- p 
P= ( ) 
1-р р 
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例 三 ”无 限制 的 随机 游 动 

质点 在 直线 上 作 随 机 游 动 。 如 某 一 时 刻 质 点 位 于 i， 则 
ТРА рО АКЕ + 1。 或 以 概 密 1 - p 
= Q А-К і 1, ФЕС) А) п BJ ER pA B fz 
E-M 6(),n70,1,2, 36 — F REBLSERR. Нз Z (n) = 
ipf £n + D £n 2), £ (n + k) ,-- 28 n& Za Н x Er &b 
的 状态 只 与 Etn) = іс, EC АЛЕ n Pi BU AE fig SEA LES 
洛 全 无 关 。 所 以 它 是 一 个 齐 次 马尔 可 夫 链 , Hoa Б] L: 
te, 72, -1,0, 1, 2, c). НИЕ 


+ +: = P т 
HE GEL 0<р<1) 
Pi -i=q=1-mn 
lp, 20 GA*it*l,i-1, ic D 


TREH в HORROR DU. CRK E H TPS RF 
РГА, Б 20 9, ШАҢ RON p. Tü n 次 转移 的 结 
Jd 9) js а 次 转移 中 向 右 m, К, dap ms K, W 

m +m,=n 
m x1+mx¿(-1=i-i 








m, = лы. т, = niti 
n 
) B+) - 1 n-«t4 
f Unsi-i] p 3 а" 

р = \ 2 | (э ri-iJÉ AE MD 

0 qu + 了 -ii 是 奇数 ) 

n n n 

| „|Р q" | (n MRO 
рі = 57, : 

0 | (n 为 奇数 》 
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ЖН ЖЖ (типе Š 
пі пзе" отп 


2n 
"T nar 2) р nn 
TE Pii ( )mv- nij P^? 


| (myne Aan -p"q 
пег "ил n"e "vy aan 





= 
= 


. (4р9) 


М лїї 


Bim +P 8 eg Bš bJ BE HUYE SH 
MAER ЕВРЕ, Ж ЭЖЕШ m=, P H МИЕ 
AA, BD Аң — B 9]5А ¿(n)=0 时 ,£(n + 1) 就 停留 在 这 个 
零 状态 了 。 这 样 的 状态 称 为 吸收 态 。 这 种 过 程 是 一 个 齐 次 
Баг Еп), n= 0。，1，2，"…}。 其 状态 空间 为 1， 
(0, 1, 2, +, MENIREA. CH 72b 35 36 8385 
(bi ia =p 
Pia- sq=1-P 
pi x0 @G=i+l, 1-1, t€, i>1, i€ DD 
рь» = 1 
由 于 状态 0 为 状态 空间 前 一 个 端点 ， 所 以 把 这 种 过 程 称 
为 带 有 A mese qo B А 
PEAH RAAS ZR RIA SEU OR ДА ДЫН EER 
是 Piisi 
Юж PTRA E ВЕЛ, В adj 
著 随 机 游 动 的 状态 空间 为 1 (0, 1, 2, 2, ay, Ш 
0. а 两 状态 为 吸 疏 态 。 该 过 程 仍 是 齐 次 马尔 可 夫 链 ， 它 的 
一 步 转 殉 概率 矩阵 为 


21, i€ D 
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10000-0000 
q0p00--0000 
090p0--0000 
00000-0q0p 


00000-0001 
ФА (а+1) xat DERE, W 


ризм D Gsisa-0 

Poir gl- pP (xixa-1) 

Pii = Qitit,1-1, 1xixa- D 
Р.а = 1 

р, =1 

Pe = Ü Gx0 

Paj = Ü Оез) 


例 六 ERES 

ЕЛҮ ИЕ ЕН. 2.9617 — RTE. CA — J rh НЕ ДЕН 
EEA bp， 乙 获胜 的 概率 为 9，p+qd=1， 每 一 局 后 ， 负 者 
要 付 一 元 欧 圣 者 。 如 兴起 始 时 徙 有 资本 a m, LARED 
元 ，a+b=e 元 ， 两 人 赌博 直到 利 输 光 或 乙 输 光 为 止 ， 求 甲 
输 光 的 概率 。 | 

PB REESE и АРИ PEU ir EE RU БЕЛИЛ 50. ЭНД 
状态 空间 为 {0、1，2, 7, с}, c=a+b, арі, bzl, 
现存 的 何 题 是 求 质 点 从 a 点 出 发 到 达 0 状态 先 于 到 达 c 状态 
的 概率 。 

f Boxeo а, 为 质点 从 j 出 发 到 达 0 状态 先 于 
到 达 c 状态 的 概率 。 根 据 全 概率 公式 有 


иу =u aP Tü, АЧ 
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FEAA i 出 发 移动 一 步 后 的 情况 。 在 以 概率 p 移 到 1+1 
前 假设 下 ,到 达 0 状态 先 于 到 达 < 状态 的 概率 为 0,;1 同 理 ， 
ЕБ q 移 到 1- 1 的 前 提 下 ， 到 达 0 32310 с px 
Yue 利用 全 机率 定理 就 可 以 得 到 上 述 方程 。 这 — 3 Ë 
实质 上 是 -- 差 分 方程 ， 它 的 边界 条 件 是 


mo =1 
u. = 0 
+E (p+qQ)u, = Pti + qui. 
或 eau CE) sna 
u r= di = ~ Wirt 


则 可 得 到 两 个 相 邻 差分 同 的 递 推 关 系 
а, = та, -1 


pE d, 2rd, = r?d, ,==rid, 
| М 
M <S 
ed VA j > 7 





er(ltr4e-r?'75d, 


» 49 = 














= "i Yr а 
i-r ` 
rt — r° 
B h = — 
E-G 
r'-r р р 
п. = - = = а. 
a l-r' 1-(4) 
Mp 
Mir-ig HQ 一 = 1 = cd, 
而 u, = (€ - pd, 
р. w = Sd 
с-а b 
故 w e 2 


由 以 上 计算 结果 可 知 ， 当 rx: 即 p 关 9 时 ， 甲 先 输 光 的 概率 





为 — p 


当 r=1 реа 甲 先 输 光 的 概率 为 - 。 
用 同样 的 方法 可 以 求 得 乙 先 给 光 的 概率 。 当 p 半 4 时 , 2.6 


— (e) ; 当 P=q 时 ， 乙 先 给 光 的 概率 为 局 


«G) 
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该 随机 游 动 记 到 的 状态 空间 为 I (0, 1, 2, oh, 
但 本 例 和 人 情 四 不 同 。 人 项 由 中 0 状态 为 吸收 态 ， 本 例 中 0 状态 
ЖЖ ы 一 旦 质点 进入 0 状态 ， 下 一 步 它 以 概率 P 向 
右 移 一 格 , 以 概率 9 停留 于 0 状态 -这 种 情况 也 可 以 作 如 下 的 


解释 ， 设 想 在 “于 "处 有 一 反射 璧 ,每 次 质点 出 0 向 左 移动 


时 即 被 反射 璧 反射 画 0 状态 。 正 是 基于 这 和 神 解 释 ， 把 这 类 随 
袖 游 动 称 为 带 有 反射 芍 的 随机 游 动 。 它 仍然 是 一 个 齐 次 马尔 
可 夫 链 ， 其 一 步 转移 概率 为 


Piin=P (1221) 
р1.:-.=9=1- р Gzl) | 
Pii = 0 (j#i+1,l- 1,121) 
ры =P 
Po =Ч=]-р 
pa = 0 (1550,15 


俩 八 ” 带 有 两 个 反射 壁 的 随机 游 动 
| AE BJ K S qup 1, 40, 1, 2, се, а}, * mÀmÓ-s 
рЫ 


9 р 0 0: 0 0 о 

р- 19 Ч 0 P 0-0 0 

o 0 0 0 0…0 q о P 

0 0 0 0…0 D P 
Bp р.. 705 Pa = р; Da = Ü ` (0,15 


Paa = р} Pauar Pa >U Cj 天 sp - D 
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念 全 七 ， 可 以 设想 在 “~ 二 ”和 "a+ 1^ 处分 别 设置 
АЕ, Е о 向 左 移 时 即 被 反射 壁 反 射 回 状态 0 ， 质 
点 自 а 向 右 移动 时 即 被 反射 壁 反射 加 状态 a， 故 称 这 类 随机 
游 动 为 带 有 两 个 反射 壁 的 随机 游 动 。 

ТЕБЕН, ДАЛЕ ТР РВА Ж. ПЕНА 
概率 取 那 一 个 状态 ， 可 以 很 据 过 程 的 物理 特性 给 以 不 同 的 规 
定 。 锣 如 ， 可 以 规定 质点 以 概率 P 向 右 走 一 格 ， 以 概率 上 停 
留 于 原来 的 位 置 上 ， 以 概率 9 向 左 走 一 格 ，P*+49+r=1， 这 
样 得 到 了 另 一 种 形式 的 马尔 可 夫 链 。 自 然 界 的 许多 物理 过 程 
可 以 用 不 同形 式 随 机 游 动 的 称 率 模型 表示 。 例 一 和 出 二 就 起 
两 个 状态 的 随机 游 动 模型 。 

л. ЕЧЕН СЕҺгепѓезі) 

它 可 以 用 坛子 模型 来 说 明 。 设 一 个 坛子 中 装 有 < 个 妹 , 它 
们 或 是 红色 的 ,或 是 黑色 的 。 从 坛 中 随机 地 摸 出 一 个 球 ， 并 换 
入 一 个 另 一 种 颜色 的 球 ,经 过 nn 次 摸 换 , 研 究 坛 中 的 昧 计数。 

车 坛子 中 原 有 的 黑 球 数 为 1， 并 拒 i 视 为 过 简 的 状态 , 则 
经 过 一次 措 换 ， 坛 子 中 的 黑 球 数 可 能 为 1 -1 个 ,也 可 能 为 
i+1 个 ， 即 过 程 的 状态 可 能 取 i-1, 也 可 能 取 i+1。 取 i-1 


状态 的 概率 为 p. a=. GAAR, Kepler Ж, RA 
从 i 状态 转 入 i- 1 状态 ) ， 取 i+1 状 态 的 概率 为 Pin 
= 221 《 即 措 到 红 球 ， 换 以 黑 球 ,状态 从 i 状态 转 入 i+1 状 


$3. 


这 个 模型 的 状态 空间 为 I, {0, 1, 2, c, C}, 它 是 一 
4 3r UC ES IR REA EE. 
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如 果 对 上 面 的 模型 作 一 些 置 换 . | 即 设 ce= 2a， 到 坛 子 中 
的 黑 球 数 减 去 a 作为 过 程 的 状态 ， 此 时 过 程 的 状态 空间 为 
0 状态 代表 坛 于 
中 红 、 黑 球 数 相等 的 状态 。 则 ` 


pias iie i) 


pa (1 ш i) 


可 以 用 这 个 模型 研究 气体 分 子 的 运动 。 没 有 ”容器 ， 其 
中 有 2a 个 作 随 机 送 动 的 粒子 。 役 想 有 一 个 并 不 存在 的 界 刻 
将 容器 分 为 相等 的 左右 两 部 分 ， 则 在 均衡 时 每 … 部 分 包含 
a 直 粒子 。 现 以 二 1 表示 时 刻 在 右边 部 分 折合 的 熔 子 数 
Hack, Ш, ATETA, ECOJXJLBRULd E. 
ÈH- a, -а+і, -a+2, +, —2, -1. 0, 1, 
2，…，a。 如 有 一 个 粒子 从 左 部 跑 到 右 部 , W EOWA L, 
瓦 之 ， 如 有 一 个 粒子 从 右 部 进入 堪 部 ， 则 & 二 ft) 减 少 1 EH 
一 将 近似 ， 恨 定 同时 有 两 个 粒子 从 堪 部 到 右 避 或 从 右 部 到 左 
部 ， 以 及 在 局 一 时 刻 一 个 从 右 部 到 左 部 ， 另 一 个 从 左 部 进入 
右 部 等 都 不 可 能 发 生 . 也 即 Et} 每 次 只 可 能 发 生 增加 一 或 减 
沙 一 的 变化 ， 还 假定 皇 隔 单位 时 间 进 行 一 次 游 动 。 设 经 过 也 
йй р En) Жі, ЕСП) =i， 则 i>>0 ЖАБАТ 
数 比 左 部 粒子 数 多 ， 在 这 种 情况 下 ， 一 个 粒子 从 石 部 进入 左 
部 的 概率 要 比 从 左 部 进入 右 部 的 概率 大， 而 且 其 但 差 的 程度 
HW ТЭК cx d +a) – Г2а- (d4:0)-2»0 RIE, Bil 


1 


i i 
[ncn ^a 


Pia f Piip =t 
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也 即 pu a= (1+) 


рал» 501-2) 

зї ор, ERREA. Pš tikay T huis sh АЈ Н 
Ж+ АЕН РШЕ ЗЕТ BH, 

例 十 “ 卜 里 耶 (Polya)y 模 型 。 

RET PAb ПЕК, = 只 红 球 。 随 机 地 从 中 取 册 一 只 
妹 ， 热 后 再 把 该 奈 放 图 ， 并 如 入 与 抽出 球 同 色 和 的 球 < 只 ; 如 
КЮ, TRET FE 

Юй Ж +В ЖАКТА, “EOD = i” 中 示 在 第 n 
ЖИ ЕТЕН НАЕ. БАРОЙ КБ НАЕК 
数 或 者 不 变 或 者 增加 c 只。 因此 
| (i-e) 


i 
"btr-uc 


n i Q= i) 


0 GS ACERO 
H'rhAdendBpn-1i/USRHURBPEDERME— HS. 由 于 
ЖЮК УІ. в п, ПУА ШКЕ, BrbUE Ж 
一 个 马尔 可 夫 链 。 其 一 步 转移 概率 为 


1 


Cbrrrnüe О=1+0 
р.з (n) = _ i ; - 
| spry 5D 
` 0 G AHR D 


由 于 pua On) n 的 函数 ， 因 此 该 马尔 可 夫 链 为 非 齐 次 
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的 马尔 可 夫 链 。 
例 十 一 ”离散 分 枝 过 程 
考点 某 一 群体 ， 用 (nn) 表 示 第 nn 代 中 个体 的 数目 。 若 
基 一 代 的 每 一 个 个 体 可 以 产生 #1 个 下 一 代 个 栖 ，# 是 一 个 取 
非 负 整 值 的 离散 随机 变量 ， 且 
Pin-kj2p, (k-0, 1, 2, +=) 
xt WEE Up dern Bom НЕТ —1АШ T CER Н Ж HER E 
Bj, 因此 
¿(nm EI) =fr + fl fü 
Жр oO) BB ЖИ MOERS, ЗРНА АЕА, 
dk tn+1) 是 随机 个 随机 变量 之 和。 如 果 知 道 f(n}， 则 
<cma+1l) 的 分 布 就 完全 确定 了 ， 而 与 以 前 各 代 的 个 性 数 上 cn 
-1 、E 二 (一 2 、… 无 关 。 国 此 它 是 一 个 马尔 可 夫 链 。 把 这 
类 马尔 可 夫 链 称 为 离散 的 分 枝 过 程 。 
采用 母 函 数 法 研究 E CD A. EE (з) АЫЛ. ЛЕ 


ARERR MEEO = Ураз“; 又 设 第 0 代 有 一 个 个 体 ， 即 


Р (£O) 21) 5 1,00] 5j ЕСО Zr TE JERZ ILE 函数 为 Go(s) =з; 
HEE =n, mp ER ECDO A) AH PE A A G) = F(s), 

Z £ (ny B pü 3⁄2 оу G. (9), 06,09 =G, CPG» 
= F(Ets)), ЫС, (s) =б„.,(®(в)) = GF (EF Q2)2 = ++ 
=F(FECE(s)y)=F%% (а) 

n 
由 此 可 知 ，F(S) 完全 决定 了 ON. 

有 时 会 遇 到 一 些 问题 昌 不 是 马尔 可 失 链 ， 但 经 过 某 些 处 
还， 仍 可 拒 它 看 头马 尔 可 夫 链 。 如 在 天 气 项 报 问 题 中 ， 认为 
令 日 是 否 下 坝 依 束 了 寺前 两 大 的 天 气 状况 ， 并 规定 ， HEB. 5 
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ELSE P RES HAMNER 今日 有 十 .昨日 元 十 ,明日 
ЯШИ BOSE Ug 0.5, PHAM., SHEAR, HARAREY 
AN 0.4， 昨 日、 今日 均 无 两 ， 明 日 有 十 的 概 率 次 0.2. ЗА 
题 不 是 马尔 可 夫 链 。 但 是 ， 经 过 如 下 处 理 却 可 以 把 它 丰收 双 
жик 
设 昨 日 、 今 日 连续 两 天 有 两 称 为 状态 0 (RIO, WE 日 Ж 
Т. УНУКА LNE, MEAW., SRAMA 
状态 2 (КМ, ВА. НЕЛЕЕ З (NN), PE 
成 了 四 个 次 态 的 马尔 可 夫 链 ， 甚 中 
pi = 王 (及 今 及 时 /长 媳 及 仿 ) = P (2 # = K 8 RD 
zPOg/BiRA) 
= 0.7 
Pa = PONSR 明 /RR 昨 Rs$) = 0 《不 可 能 事件 ) 
рь = P( Re Ng / ReRe = PONgj/Rigg RA) 
=1-0,7=0,3 
ps = PO(N2Nig/RaER4)=0 ” 《不 可 能 事件 ) 
итек, МАЖ. РАТИ НЕКА 
为 
р Po Ры Ро P 
P- ! Pu Ри Pr Ps 
|= Pa Pa P 
Par Ри Pi o Pss 


0.7 0 03 0 
0.5 0 0.5 0 | 
后 





о 0.4 0 0.6 
'0 0.2 0 0.8 
有 了 一 步 转移 概率 矩阵 就 可 以 对 今 
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的 无 气 进 行 预 报 。 





例 刘 ， 若 星期 一 、 星 期 二 均 下 两， 求 星 期 四 下 十 的 概率 。 
从 一 步 转移 概率 矩阵 可 以 计算 出 两 步 转移 概率 矩阵 
0.7 0 0.3 0. /0.7 0 0.3 40 
P= Pp = 0.5 0 0.5 0 0.5 0 0.5 0 
0 0,4 0 0,6 0 0.4 0 0.6 
`0 0,2 0 0,8 0 0.2 0 0.8 
/0.49 0.12 0.21 0,18 
10.35 0,20 0,15 0,30 
T (9.20 0,12 0,20 0,48 
0.19 9,16 P,10 0,64! 
星期 四 下 十 意味 着 过 程 所 处 的 状态 为 0 00 1 ,因此 星期 一 ， 
星期 二 连续 下 十 ， 蛙 期 妈 下 十 的 概率 为 
p= ру кр =0„49+0,12=0,61 


$4 独立 增 量 过 程 


Жу WEES A ИТ D(exkt <t, <t, ctun d 
点 ， 随 机 过 程 Et) 的 增 量 E(to) Et), EED- EO), nn, 
Ett) 一 上 to- 是 相互 统计 独立 的 随机 蛮 量 ， 则 称 这 类 过 程 
为 独立 增 量 过 程 。 

独立 增 量 过 程 是 与 马尔 可 天 过 程 密切 有 关 的 随机 过 程 。 
和 马尔 可 夫 过 程 相 似 ， 狂 立 增 景 过 程 的 有 限 维 分 布 可 由 它 的 
Aha p А P I£ (ы) sx 和 它 的 一 切 增 量 的 分 布 所 唯一 确定 。ts 
为 过 程 的 初始 时 肇 。 

对 于 独立 增 基 过 程 从 (t)，t ET), 著 参 数 集 丁 为 [a, b), 
а> -~ ceo， 有 一般 规 定 其 初始 分 布 为 了 1 (а) =0}=1， 这 时 
对 于 任意 的 tit, <t, <<. <t, <t, E(D-EQQ, Eh) 
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———— ee 


-Ea = Е), РС) E(tO n EQUO E Ct, UO) 是 相互 
统计 独立 的 ЖЫ ЁСЕ, A pH, ¿CD EOD - РСА.) 
*EQG B ECCO, ECCO SEC - EGO +Ë (li), с, 
E£(t, 0 «diu sip rm. [ЕПН w Е ES GO, 
t€ T) 一 定 是 一 个 马尔 可 夫 过 程 。 

ER ГЫ ДЕА ДУР УК, EA ЯШ ТЕЛЕ EN ШЕЛ 
程 ， 它 的 定义 如 下 : 

定义 ” 设 随 机 过 程 8(t) 的 二 阶 矩 存在 ; 且 当 t texts 
<t, ET H, A 

E([£(t)) СОТ EEC 一 直人 ts = 0 
财 称 该 过 程 为 正 交 增 量 过 程 。 

Руа, СТ), Фра ЕЕС) 
=0, EQZ(O Ё} оо, ДЕЕ ЕКЫ WE. ЗЕ 
E, 34 і, а, Бр, E 

Е{ГЕ(%) - E(t,) EE (£0 — EGN 
= ЕЕС) - EC) EG СЕ CE CE) = 0 
MHARRKA., ХЕ КЕН з И BE REPE SA UE 
交 增 量 过 程 。 

如 果 独 立 增 量 过 程 的 增 量 Е (Е) — EC. 0 的 分 布 权 与 时 
AZ - t. XS. BE tu. to EREK, UH REAY 
次 的 独立 增 量 过 程 。 

后 面 要 多 次 讨论 的 泊 梭 过 程 和 维 纳 过 程 是 两 个 最 重要 的 
独立 增 量 过 程 。 


85 马尔 可 夫 链 中 状态 的 分 类 
C HAMRE 
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ЖУ ”如果 对 状态 i dnd feipX nOD, WO US 
之 0， 即 由 状态 i 出发， 经 3 次 转移 以 正 的 概率 到 达 状 态 1， 
则 称 自 状态 i 可 到 法 状态 })， 并 记 为 i->]。 

Ez, mM ipj, WA iej, ER 对 TU 


n(nzi), piY-0, 


РЫА У ИЕ, =i) = PÍ Ú £, =j/b = i} 


<E PE #]/ =l) 


nal 
= Ур" =0 
2-1 


倒 姑 在 无 跟 制 随机 游 动 中 ， 每 个 状态 都 能 到 达 任 何其 它 
К. ЛНР ВС ВЕН) ВЕЛ, Р а Р, ВОВСЕ ААВ) 
达 任 何其 它 状态 。 

定义 ”有 两 个 状态 i 和 ji, 如 时 由 i 状态 可 到 达 j 状态 ， 
BB i-=j， 革 由 j 状态 也 可 到 术 i 状态 ; 即 j-i, 则 称 状态 i TH 
状态 j 相通 ， 并 记 为 de 

定理 ШЖ 让 状态 可 到 村 上 状态， 出 上 状态 可 到达 
RE MA i 状态 可 到 达 j 状态 。 即 “至 达 ?” 是 具有 传递 
性 的 。 i 

证 如果 i->k，k-xj， 则 根据 定义 存在 tr 和 n(r 之 i， 
n=l, $E p=, pi = 


ШЕВ - 柯 尔 葛 哥 洛 夫 方程 式 
р = ў piapia pi pr >00 RED 
因此 i->]。 
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Ана А сы ее" А 


定理 ”相通 具有 传递 性 ， 邑 如 R itk, k<——J), W 
lejo 

其 证 明 方 法 如 前 。 

因此 ， 对 于 无 限制 随机 游 劲 ， 所 有 状态 都 是 相通 的 ， 对 
于 带 有 了 吸收 壁 的 随机 游 动 ， 除 了 圾 收 蕊 四 ， 其 余 状 态 都 是 相 
通 的 ， 而 吸收 鉴 与 其 他 任何 状态 都 不 相通 。 

(=) 状态 空 间 的 分 解 | 

如 果 两 个 状态 相通 ， 则 称 这 两 个 状态 处 于 同一 类 中 。 可 
以 入 据 相通 的 概念 把 状态 空间 分 成 一 些 隔离 的 类 。 

如 果 状 态 空间 有 一 个 子 集 ec, 对 于 任何 状态 P€ c, SSC, 
则 有 Pi = 0 





р = MOP i Du = > Pisfrs, + 》 OP i pa, 
КЕЕ КЕ с ЕЕ с 


=0+0= 0 
用 归纳 法 可 以 证 明 ре = 0 (іЄс, јас), MAT icc, і&с, 
B i 状态 不 能 到 达 j 状态 。 
жй 设 c 为 状态 室 间 的 一 个 子 集 ， 如 果 以 = AEA 
个 状态 i 不 能 到 达 c 外 的 任何 状态 ， 则 称 c 是 闭 集 。 


有 显然， 对 一 切 nz], ice, A Уруу = 1, 
бес 


如 果 单 个 状态 i 构成 一 个 诸 集 , 则 称 这 个 团 集 为 吸收 态 。 

显然 整个 状态 空间 构 咸 一 个 闭 集 ， 这 基 较 大 的 闭 集 。 男 
一 方面 ， 吸 收 状 态 也 枸 成 一 个 闭 集 ， 它 是 较 小 的 闭 集 。 

把 除了 整个 状态 室 间 外 没有 别 的 闭 集 的 马尔 可 夫 链 称 为 
不 可 约 和 的 ， 这 时 所 有 状态 之 间 都 是 相通 的 。 

El dO) TESEA (EAE d Ec pu) {Ес 外 时 ,全 有 pW = 
mla 
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定理 在 下" 中 如 果 仅 保留 局 奖 中 各 状态 问 的 转移 概 
率 ， 面 把 其 它 所 有 行 和 列 的 元 素 都 删 去 ， 则 让 剩 下 的 -个 随 
ВЕ PF40538 É 

Ë pirs=1 Gea 
所 有 有 


А 和 ptis 2222 (n) 


例 一 设 有 三 个 状态 0，1， 允 的 马尔 可 夫 链 ， 它 的 一 
ЖЕК у 


it 

PRO oa 

sid 
ЖЖ ER dS IBI Ж Ж 


1/2 1⁄4 
€ SdAZOGDEHR42, 0—00, BLU 
REESI, FURER AREI 到 达 状 态 2, 0-2, K 


1⁄3 1⁄2 
状态 2 出发 经 1 软 态 也 可 到 达 0 REO- 0 0M 
的 数字 代表 状态 ， 和 芒 头 上 的 数字 代表 概率 ， 于 是 可 得 状态 的 
传递 图 〈 见 图 2-1) 。 
由 于 三 个 状态 均 相 通 ， 故 该 马尔 可 去 链 为 不 可 约 的 。 
= ” 设 有 四 个 状态 人 0，1，2，8 呈 的 马尔 可 去 乱 ， 它 的 
一 步 转移 概率 得 阵 为 
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1 1 . 
— — Ü 0 
p= 2 2 
ji 1 1 1 
E 4 4 4 
0 0 0 1 
试 对 其 状态 进行 分 类 。 


M) .在 这 个 马尔 可 夫 链 中 pasi, M Pros Ба, Раз $ 
为 0， 因 此 出 状态 3 不 能 到 达 和 任何 其它 状 态 。 状 大 3 构成 一 
ЛИШ, CERRAR 

BRA AARAHDAERIENERHAO. 1, 3 —TUUR, AE 
A0. 1, 3 三 个 状态 出 发 都 不 能 到 过 2 状态 ， 记 以 0、1 两 个 
状态 和 2 状态 是 不 相通 的 ,0、1 两 个 状态 也 构成 一 个 闭 集 。 


Pob Р) 
Pi Pu 


ВОЙ yy W 3548 (0, D 和 {4 3} 两 个 闭 集 ,上 且 


1 1 
2 3| 
~ |, ，| BÀPHEUER. 
2 2 





该 过 程 的 状态 传递 图 见 图 2-2, 





ЕЧ 2-2 


WE HASTRA (0, 1, 2, 3. 4. 5, 6, 7, 8 HE 
马尔 可 夫 链 ， 它 的 一 步 转 和 都 概率 短 阵 有 如 下 形式 ， 





* 0 0 0 0 0 0 O0. 
0 0 „ 0 o о 0 0 0 
0 * 0 0 0 0 0 о 0 
lo 0 G 0 * a 0 0 0 
P=|0 0 0 0 m» е 0 0 0 
0 0 0 * 0 0 0 0 0 
* * Ü 0 «об » 0 0 
0 0 0 0 0 0 * * * 
o 0 0 0 0 0 * 0 0 


和 矩阵 中 + нЕ АЈ, JR IDCURGRGHTTARAE, 
解 ” 在 该 矩阵 中 pa = 1, BRE 0 ЯШ, ERAH 
成 一 个 闭 集 。 
计 ， 对 二 个 状态 组 让 一 个 闲 集 上 (3, 4, 5) 三 个 状态 也 
组 成 一 个 毛 集 。 
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{三 》 常 运 态 和 滑 过 态 (或 非常 返 态 》 
对 于 任意 两 个 状态 1、]， 设 fi; REAR ii DEB 
次 进入 状态 j 的 有 时刻 ， 即 
Tiy (0) тіпа: (0) =i, Ё, (0) = jg nz 
该 式 右 方 可 读 为 “从 状态 i mE. {ЕЁ (оу =i 的 最 小 于 植 
n”。 对 于 某 个 样本 点 ，En (wm) 可 能 永远 不 会 为 i， WAER 
就 不 存在 n， 并 且 对 于 该 冬 本 点 TT,; WAREKE. Æ 
一 情况 下 ， 规 定 工 ,to) = оо, НЕТ, “КАНА” 
也 可 以 说 是 “终身 等 待 ”。 按 照 这 -一 现 定 ，Ti; db TU 
取 值 为 = 的 随 补 变量 。 我 们 把 集合 征 ,2,…, 吕 } 记 为 {N。)， 
TA Ti {ДРАМ}, 
ER АРТ, 00) = iy >0 
f 为 系统 自 状 态 id AER n К #ЙЗА K d im 5 
率 ， 显 然 
{Үү = Р{Б (п) =], Б(т)-ё], m -1,2, 
"ts n - 1/5000) =i} 
于 是 | 
f= pi = PEI =]/E(0) = 1} 
ff? 2 下 个 (na #], XE—9] mE = i) 
EX iy У е = > PIT;, 


P TET 
zn/E(O) = 1р = РЕТ, у оо) 
1,, 为 系统 自 状 态 工 出 发 迟 早 到 达 状 态 的 概率 。 应 注 
意 在 该 式 中 求 和 的 土 标 不 包括 ce。 从 而 得 
P(T,, 209) =fe =1- 1, 
显然 有 бср i, ml 
定理 一 ”对 任意 的 ii ]Є1 Ж1чп<оо, 
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р") = Уруу 
证 由 于 大 (0) = i， EGO-DBC(T, xn, £O = 1), 
这 事件 个 (40) =i, E(w = В BAA] BJ 时 到 不 同 务 
解 为 互 不 相 窒 事件 之 和 。 
py = P (F (n) = jE = ly 
=Pí(T xn, (ар = ]/8(0) =1} 
= P(T,-v, E(ny=1⁄5(0y = iy 


= ур (п)у=]/Ё(0) =i, Tiy =%) 
: P(T,, -v/L(Q = d) 


= 》 PiE(D-j/ECD = i, 


EMD j, £(2) Fj се, Ev-D*Í, 
Е(уу=]уР{Т, v/EQDO = iy 


= PE = јуу) S D PCT. =У/ (0) = i) 


yal 


= irp” 

该 定理 给 出 了 fy 和 pi" SORASXSEAGN. A А 
状态 i 出 发 经 了 步 首次 进入 j 状态 的 概率 ， 而 puy 代表 从 
状态 i 出 发 经 09 步 转移 处 于 | 状态 的 概率 。 

ЖЕ 1,20 HERRE >j 

证 明 ‹1) ЖЖ #1—], 并 根据 可 到 达 性 的 征 
X, ДАЕ оос), Е p> НАЯ — 
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р"? = Mp Uf 
Mans fU), р, 59, s үүн жр ЕА EY 
的 ， 因 此 
f. = > fj -0 


leor 
(2 y ME l 0 20, 并 根据 11 = У К, mia 
lx ар 
少 有 一 :个 n=], [cu t> 0, 而 


Р ж Уу, tV pi^ "Um fet» "e = ft" Ü 


故 ij 
Ж і. EHER FE SI; T—m081,;790, 
在 上 面 的 分 析 中 ， 若 j=i， 则 工 ， OE Ci ER S RR 
B AGE [el Kar m РИН] Н], t.a 代表 从 状态 i 出 发 经 过 有 限 
步 迟 早 村 返回 状态 i 的 报 率 。 故 1 是 在 0 和 1 之 间 的 一 个 
#„ ИЕ .. 的 取 值 情况 ， 把 状态 i 分 成 加 下 两 类 ， 
C12 如 果 f =1， 则 称 状态 i Bud, 
C22 WREG WERA 是 非常 返 态 ， 有 时 也 
ЖЧ Ж 


利用 上 述 定义 可 得 如 下 定理 ， 
定理 三 ”状态 1 是 常 返 ( 即 ii= 1) 的 充 要 条 件 是 
> рүү = so 


nen 


如 果 状 态 14ЧЕШ ЫН CHE), HH 


Уре = T d. <° 





+ B6 * 





证 明 D^ iB рту, n20) ЖАЛА К 
P, 1 (8) = > руз" = б 1 + pr ЕМ 
FIRI 38] A. S FF P1 ifti, nl) XH SZ BS BE ER Xt 


E,,(8) = Y fes 


no 


上 面 两 个 级 数 当 | s |<1 时 ， 都 是 绝对 收敛 的 。 
利用 公式 YU " 


Tl 


FE P, (G)m8 t Eme) 


= 81 ‚|+ » у аууз” ?Pi ?s^7* y 


nel 


= 8, 1 + Les Y (ру ©з") 


=t > буз" Mene 
—-8,, tE, (6) Pr; (s; 
出 于 两 个 级 数 在 |s 1 
ЖЕ ЖАЗ ЦУНУ, ТЕЛЕ m dt 
Sues oR BS I ДЕ dE YF u] 
的 。 
Ф ј= і, HM 
Р,145) =1+ Fi Pac) 


_ 1 
或 Pu (8) = ру 
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Р (1) = > pi 
n= 


Fods 了 


则 可 以 推 得 定理 中 的 两 个 结论 。 严 格 地 说 ， 挫 能 令 s-1， 
并 应 用 微 积分 学 中 的 阿 贝尔 定理 来 说 明 其 正 Wb, ШШ Ж 


c4, ВЖ Ж CO = Yrs з 11, ШЇ 


limC(s) = ,cu 为 有 限 或 无 穷 。 


上 述 定理 也 可 以 用 下 述 方 法 来 说 明 ， 

ШЖК ОБА, ДА i 状态 出 发 、 经 过 有 限 步 的 转 
移 迟 早 要 返回 状态 і, Вр. =1l。 这 样 ОЕ АДК А Ц 
发 、 返 回 ， 再 出 发 、 再 返回 ， 周 而 图 始 。 如 采 过 程 无 限 地 进 
行 下 去 ， 册 访问 i 状态 的 次 数 也 无 服 地 增加 。 

如 果 过 程 是 非常 返 的 ， 则 过 程 从 i 状态 出 发 ， 经 过 有 限 
步 转移 返回 i 状态 的 统率 1 过 1， 而 永 不 进入 状态 i 的 概率 
为 1-tii。 如 果 过 程 从 状态 38, ШӘР ja 有 mm 次 处 
于 状态 i ШИ ЖОН! (071,0, mzl. 它 是 一 个 几何 分 
T, KAET i 状态 的 平均 次 数 为 

> inf; ( 71,0 = 一 一 

从 上 而 两 段 讨 论 中 可 知 ， 训 时 状态 i 是 常 运 的 ， 当 且 仅 
эң КН AE, 则 该 过 程 人 处 于 状态 i 的 平 询 次 数 为 元 穷 次 。 

再 设 有 随机 A E An, n=0, 1, 2, ^, ЩЕ, =i 时 


А, 1, 54 £ Zi Г А„=0, WEA 代表 过 程 处 于 状态 i 
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КЖ. TN 
Ef ZA - il= XDEAA En d) 


А = 3: РХА, s1/Ë = D 
= УР. == Ü 


= Ye 
由 此 可 得 结论 ， 
(D £Y pc, Wd: i 是 常 返 的 ， 


(2) SX: piv coo, MAS i RERE 


上 述 绪论 很 重要 ， 它 说 明了 :中 对 于 一 个 非常 返 态 ， 在 
过 程 中 访问 它 的 次 数 是 有 限 的 ; 国 对 于 一 个 状态 个 数 有 限 的 
马尔 可 去 链 ， 不 是 所 有 的 状态 都 为 非常 返 态 。 第 加点 可 以 反 
ИШТ: 如 果 有 一 个 有 限 状态 的 马尔 可 夫 链 40，1，2，…， 
MD "而 且 它 的 所 有 状态 为 非常 返 的 , 则 经 过 一 有 限时 [н] T, 后 
过 程 就 不 再 访问 《 状态 ， 经 过 一 有 限时 间 T, 后 过 程 就 不 再 
qp 工 状态 ， 依 次 类 推 ， 经 过 一 个 有 限时 A T = max (To 
Т, е, TI 小 后 过 程 就 不 再 访问 0, 1, 2, +Q, M Ж КД Т, 
这 就 产生 了 矛 持 ， 因 为 当时 间 大 于 工 后 ， 过 程 还 必然 处 于 某 
种 状态 。 这 说 明 ， 在 月 限 状态 的 马尔 可 夫 链 中 诗 少 有 一 个 状 
dA RS. 

Hum x n oL ES Н — 5 ies 
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ж еш Wd. 状态 是 马尔 可 夫 链 的 两 个 相通 的 状态 ， 
车 状态 i ERER, MRA 1 也 是 常 返 的 。 
E ATRAI 是 相通 的 ， 即 iej, 0 存在 正 
ЖЖ К, m, fi pi5—0, prot, [К Ж] F TL E ЖЕК I A 
pit КӨ pp pn 
Ж, ЭЕ LIE JA 1 状态 出 发 经 过 (k + r + m) 步 转移 返回 TR 


БЖ, 


> P +z +my >= x= pip n pi 


= pu pss x pi? 
= w 
E pio, рүз>0б„ R i AWET. MH 
k p= со 


т=п 


ban ET ELI д. 
tt y upas, = o> 


状态 i 也 是 常 返 的 。 

由 于 马尔 可 夫 链 中 同一 类 的 各 态 均 为 相通 的 ， 所 以 只 要 
其 中 有 一 个 套 是 常 返 的 ， 则 同类 的 各 态 均 为 常 返 态 。 肥 之 ， 
如 果 同 类 中 有 一 个 态 是 非常 返 的 ， 则 同类 各 态 均 为 非常 返 
d. 

可 见 常 返 和 非常 返 均 与 一 个 类 有 关 ， 故 可 以 把 常 返 、 非 
常 返 称 为 类 的 特性 。 | 





mi 如果 i 是 非常 返 的 , 则 对 每 一 个 i, Lew 
Dco, 对 每 一 个 hi lim рар = 0. 


a yý > 





EI 当 ji=j 时 ， 就 是 定理 三 。 当 1-Є&]Н], 
B Pi G)=àó, + К, SP, (s) 
P.) = Fi (РЕР; О) «оо 
Bp Ур xe 


n-t 


由 于 级 数 pa 收 仑 ,对 每 一 个 1。 要求 lim рур =@ 


Иш 设 有 四 个 状态 人，1，2，3 的 马尔 可 夫 链 ， 它 和 的 
ВВ Ере 


Р 


= 
© 

= о o юры 

© © o wje 


| 
| 0 1 
试 对 其 状态 进行 分 类 。 


E OD 它 是 一 个 有 限 状 态 的 马尔 可 夫 链 : 《2 ?所 有 
状态 都 是 相通 的 ， 其 状态 传递 图 见 图 2-4。 
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因此 ， 所 有 状态 必然 均 为 常 返 态 ， 整 个 状态 空间 10,1, 2,3 
形成 一 个 闭 集 。 

HE ” 设 有 五 个 状态 0, 1, 2, 3, 4) 的 马尔 可 夫 链 ， 
它 的 一 步 转移 概率 矩阵 为 


1 1 0 о о 
> £ о о 0 
po? 3 2 0 
0 0 i i 0 
+ i 0 0 i] 
试 对 其 状态 进行 分 类 。 


Ж OO 从 一 步 转移 矩阵 可 知 状态 2 和 3 不 可 能 和 其 
它 状态 相通 ，{2 ， 3} 组 成 一 个 闭 集 。 如 果 过 程 初始 就 处 于 
2 状态 或 3 状态 。 则 过 程 永远 处 于 2 、3 状态 ， 故 42，8》 
是 常 返 态 。 

C22 状 春 141 可 以 转移 到 10，1)} 状态 : 但 AEO. 1 两 
状态 不 能 到 达 4 状态 ，40，1} 组 成 一 个 财 集 。 一 旦 过 程 进入 
0、1 状态 ， 就 永远 处 于 0、1 状态 。 上 0，11 ЖЕНИЯ, 
90. 1 均 为 常 返 的 。{ 4} 状 态 为 非常 返 态 。 ` 

HA ” 坛 研 究 天 限制 随机 游 动 各 状态 40, +1, x2, RR 
TERR. 

解 ” 它 的 一 步 转移 概率 为 
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Pi. i a Ë P 
' Pi,i-:=9= 一 也 
志和 于 无 限制 随机 游 动 中 的 各 状态 均 相 还 ， 则 所 有 状态 或 全 部 
是 常 返 的 或 全 部 是 非常 返 的 。 现 在 研究 状态 0 的 性 质 ， 研 究 
Е Н У рио, W Уро ЖЖ ШШК 0 为 非常 


ñ= 1 


(1=0, tl, +2,9 


ib, MIO 取 无 限 大 值 则 状态 0 为 常 返 的 。 


net 


从 零 状态 出 发 ,经 过 奇数 次 的 转移 , 它 所 取 的 状态 不 可 能 
是 个 数 状态 ， 故 pR s0 (n=90, 1, 2, +=) 

Ма ARA K BU 354 CRE R FERE RE 
BARE ЖЫШ ЕУ {ШКЕ ЕК ИГЫ ЖА ДА dx 0. 83A 
HZP PERH 


! 2n 
рр pq mei 2, 3, o9 
a 


利用 斯 特 灵 公式  nrentetg/2zn 


. tipa)” Г4р(1-р)]° 
ш), = = 一- 一 
可 知 pw S F xn v/ zn 





: S ev, Dipa- ру" 
ж Bope Dope у er 


Ahapa- р) <1, Hg p= 1-і 4p(i- p)= 1, 


= 工 c узы df L 
(1) A р= 2, 2o pi = 


+) = ЖИЕ, зоре 立时 状态 0 为 常 反 





态 ， 则 无 限制 随机 游 动 的 所 有 状态 是 常 返 的 。 


(2) 当 p +, Ip(1- p <1, Y p? P dicam 


Zs BI > PI 之 oo， 状态 0 为 非常 返 态 ， 则 无 限制 随机 游 


动 的 所 有 状态 是 非常 返 的 。 . . 

XF ig. HAR HU CARNE EIB 2, 

= ini 

HEHE IERES AMK., -iF 
HREH EHEAR, Вр а, ос, ЯХ КАТЕ ЖЭК, o 
类 是 /一 co， 或 上 一 0， 称 之 为 零 党 返 。 

“四 > 起 期 的 状态 和 非 周 期 的 状态 

жи. QH EC qp МОй d, do, RA 8 ned, 2d, 
34，… 时 p >00, 或 者 说 当 n Л- ВЕЕ d ЖЕН piu = 0, dij 
称 ; 状态 是 共有 周期 性 的 状态 。 

flm, HEASCAGEHA.RS2Àn-2,4, 6, Ef, i 
程 有 可 能 返回 状态 i, 取 2,4. 6,… 的 最 太公 约 数 d=3， 则 
d=2 蛙 它 的 周期 。 该 过 程 即 为 周期 性 的 ， 状 态 i 则 是 周期 性 
PG. WERT d= 1 pE poo 的 各 工 值 没 有 其 它 公 
约 数 ， 则 称 该 状态 i 为 非 局 期 的 。 

央 提 无 限制 随机 游 动 是 属于 周期 性 的 ， 它 的 全 体 和 整数 
的 状态 空间 可 以 分 成 蛋 数 和 奇数 两 个 子 类 ， 质 点 每 -" 步 必须 
外 一 个 子 类 走 到 另 一 个 子 类 ， 两 个 子 类 的 交替 基 转 移 中 的 一 
个 确定 性 部 分 。 因 此 它 的 周期 为 2 。 

gir wm, 1, 2, ЗАБТ K 8k, "f 





. "UA ` 
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图 2-5 mh T C RAE А, 
四 个 状态 可 以 分 成 10，1 和 12，3} 两 个 于 类 。 该 过 程 有 
确定 性 的 周期 转移 
(0, 1}— {2, 3}— 40, 19-9 42, 3)7 


它 的 周期 为 2 。 
BIA ІК (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, Т) 05576 
Га, ТЕН jp 3 A EBE J 


1 1 1 
O + 49 0 0 O 
1 1 
0 0 0 0 + 7 0 0 
1 2 
00 0043 $ 00 
P^ o ọ o o 0 1 0 O| 
|e 0 0 0 0 0 1 O 
1 1 
00 000 0 X> Š 
|: 0 0 0 0 0 0 O j 
1 06 0 0 0 0 0 9 


Ай НБТ Р, BIRET AA HHE. 
ж 图 2-6 画 出 了 它 的 状态 传递 图 。 





图 2-6 


* 7б = 


AARAA IN ЧЕЖЕ, со: (0), ca {1,2,3}, Cys 
44. 5}, с,;46, 7). С, G, Ca с, ЖН ЛАНИ Р, 
们 的 并 是 马尔 可 天 舞 的 整个 状态 空间 。 该 过 程 有 确定 隆 的 周 
期 转移 

C—C CC CX. 

Me E XS ZR nf ABER ТИГ ИНН 9 = 4。 

CH) d pid 

定义 ” 非 周 期 的 正常 返 状 态 称 为 遍历 态 。 

一 个 不 可 约 的 、 非 周期 的 、 有 限 状态 的 马尔 可 夫 和 链 一 定 
TR NBI. 


$0 рт КЕРА 


定理 ” 设 有 一 有 限 状 态 的 马尔 可 夫 链 ， 若 存在 一 个 正 整 
数 m， 使 得 对 状态 空间 的 任何 状态 ij、j 有 P 加 沁 >0， 则 limP™ 
-z, 

л 是 一 随机 和 矩阵， 且 它 的 各 行 均 相同 。 

证 明 (1) 先 证 明 m = 工时 ， 上 述 定理 的 正确 性 。 

#от=1, Шер PER р. 226220, d, je L, 

设 m, (n) = min рүү, m, (п) 代表 在 n 次 转 牧 后 在 j 列 
中 最 小 的 一 个 元 素 。 

设 M, (п) = тахрў, M, ORRE п 次 转移 后 在 j 列 
中 最 大 的 一 个 元 素 。 

根据 切 普 曼 - 柯 尔 莫 哥 深 夫 方程 式 可 知 一 


рч = Ур: рү?” = у Pim- D 
ksi kui 





-1,(n—1) (15 
* 77 ` 





HT CIO 试 对 所 有 i 都 是 正确 的 ， 包 括 i 询 中 Pp 为 最 小 
的 ; 在 内 ， 因 此 

rm (п) >ш (n—-1 | (25 
(2 3X DE DII f 9d hs foo f Re n ds nam ЛД. 1 АЕ, ИГ 
ur BH &g FIER Ле Ac (ERE n 的 增加 布 减 小 。 


р^" = pai «руг? JD p.M- D 
£I 


-M, n-1D 
M, G0 «M, m - D (3) 
НЕМ, aD 和 mitn) REAR Pe J. MC noo 时 
M, Cn) dfim , (n) 都 趋 向 于 它 的 极限 。 为 了 证 明 本 定理 , 需要 
证 明 这 两 个 序列 趋 于 同 -- 极 限 。 
dB dia. B], ZB пр АТ ИМ пъ (п), Xd 
i-i, n1 EERESIASEKTE M OQ - D, Wi 


mi (n> = PU = Уур, «риу 
k. | 


= еріту? t (P РО + p PRY” 
TH 
>M, (a + [Р.Р |а 
kx ij 
k 


ЕП m,(n)zsM,in-1)-(I-em,in-1) (4) 

PIR, dpupc-c.m], 26 пр €] ih b K dO M On, M 

i= i th n-i 33838 3us hk m, m - 1, TE 
Му) = ру? = EO Pige PIN” 

k 1 
zepig =) + (р. 1,6) рт -п 
+ 253 ріър тету th ~ 1) 
ica! 


* TR + 


+ [puces > Pia |М, 1) 


keiz 
kel 
-em,tn—1) + (1 61м, (n — 1) 
M; (m Em (0-1) eaMy) (5) 


《83) 式 一 {4 ) 式 得 
Mio) – тп, (пуа (1 - 26) ГМ, (n — 15 
- m, (n — 1)] CB) 
式 (6) 是 一 递 推 公式 ， 故 
M (n) - m (пуа ~ 26) "”: 

{ҢҢ 4 n— co, Муса m, (пу T EE, AQ 
证 明了 lim Рел, л д {ҮН ED PS SEULS 

(2) E m>1, ЕНН Е 


ртр D ы lim P"? == 


EL. no 


XB k= 1,2,8,-,.mc-—1, И 


lim punir ЕЈ = lim торт = pir 


在 Po 中 各 行 之 和 为 1，z 中 的 任何 一 列 上 的 元 来 均 相等 ， 
НД P'O r= x, Bl 
lim Parte =g 
定理 得 证 。 ° 
Ж (—) РЕНЕ 满足 下 列 关 系 : 
£1» S ,区 :Pii=Ti 2,20, BH xPx 


ре! 


(2) 了 Ti=1 aco 


iced 


m Ri ЕЕ ВЕ Е Р ВЈЕРЕ 
Ш (1) 因 limP' = 


= 79 = 


Manama e ay a 


= glim Pintu = im PYP = др 


Bp x = тр 
> Z Pa =, 
iel 


(2 ) 因为 * IEEE SEHE RE, FEL Yos = 1 
(3 ) 证 明 其 唯一 性 ， 如 果 另 有 一 矩阵 * 也 能 满足 v = УР 
和 > v = 1, BW 
сурур p= vP... = BO 
Sama, veve, ДУ, 1, пеи } ЛИЙ Ж 
素 均 相等 ， 


W Y = vz = z 
众 一 性 得 证 。 

ж CL) limpi. = j = Шарт) =x;, В lim Р, =j} 
所 取 的 值 与 起 始 状 态 的 分 布 无 英 。 

证 РЁ, =] УР, фу = РЕ = 1) 


= 2 pP. i} 
й limpi, =j) = lim Yo Pu 
= Am P {Es 0 =m РЁ) 


mg, = lim р 
L 


即 经 过 无 穷 次 转移 后 处 于 j 状态 的 概率 与 起 始 状 态 无 关 ， 与 
. BÜ = 


起 始 状 态 的 分 布 无 关 。 
例如 ，83 的 例 一 中 一 步 转移 竺 率 和 矩阵 为 
0.7 0.3 
P=(o， 0.6) 
该 具 阵 中 所 有 元 素 pii>0， 满 足 定 理 的 条 件 。 它 的 两 步 转 
称 概 率 定 阵 为 


0.61 0.39 
p= p p= ( ó ) 
0.52 0.48 
四 步 转移 概率 矩阵 为 
ep (95749 0.4251) 
0.5668 0.4332 


A3b 356 8 8 3: 3E [y 25 
o (045715. 0.4285 
Р "(sa 04286) 

MERRER ARTAR РО ME OTA. ШЖ 
进一步 求 Po = рр, Д) РУОР 几乎 相同 ,其 次 ;P' P 
每 列 内 欧元 崇 也 几乎 相同 。 这 就 说 明 当 n и, рут 趋 于 
某 一 极限 值 ， 而 且 对 所 有 的 i, ici, pr 趋 于 相同 的 值 。 

因此 ， 一 个 有 限 状态 的 马尔 可 夫 链 , M GUT 
Gj 为 任何 状态 ) 时 ， 经 过 一 段 试验 时 间 后 ， 过 程 将 到 达 平 
稳 状 态 ， 即 此 后 过 程 取 那 一 个 状态 的 概率 不 再 随时 间 而 变 
化 。 

可 以 想象 有 大 量 的 质点 彼此 独立 地 按 同一 统计 规律 运动 
(如 气体 分 子 的 运动 ) ， 著 它们 都 服从 马尔 可 夫 链 的 那些 规 
律 ， 则 在 长 时 间 运 动 后 ， 每 一 状态 的 所 有 质点 的 再 分 数 比率 
是 移 定 的 ， 它 近 仆 地 给 出 了 质点 取 该 状态 的 靶 率 。 这 就 是 委 
率 论 中 研究 的 大 数 定 律 ， 即 用 稳定 的 相对 频率 来 说 明 概 率 。 

8] > 


pilis  — AE——X—R e e =: 





lim руу 给 出 了 极 眼 概率 ， 它 与 起 始 分 布 无 关 。 
lim pT = я; = lim P(£,-j) 
因此 ， 过 程 经 过 长 时 间 的 转移 以 后 ， 各 状态 的 概率 趋 于 黎 
Ж. ЖА л, с л, НИЗА Ж 
AR Ea K SBS У БЕВ А т. ШКО 
ж CH n= 1, 2, 3, -O 各 状态 的 分 布 均 为 该 链 的 平稳 
分 布 。 
noh, 不 仅 马 尔 可 夫 链 的 一 维 分 布 趋 于 平稳 分 布 ， 
而 且 马 尔 可 夫 链 前 任意 的 上 维 分 布 也 趋 书 一 极限 分 布 。 
设 On Tn nk 
Mi Piin =, ё(п,) 9h, +, £O = lb 
-Pifino-j/l 22h.) 
-P {E 0a) -4h/Éqng-4H PIE) = ja} 
s pe-a’ (h fb 0 река auno) 
p'un (h/j PiE (п) sh 
其 中 mi. = n- ik 


ny; = r (7 Пру 





m,-11,-mn, 
M noo, 县 保持 m, Ma, ce, fa 为 常数 时 
lim Р{ё(т,) =j} -7,, 
lim PiE) = Йй» £ {ns) =k. `... Ё(п,) = je? 


h — 
ге 


zp"s-su/ cop" ru] 
p" Ga jd Fi, . (7) 
上 式 表 轩 当 n>ce 时 在 时 间 输 上 平移 ， 该 链 的 k 维 分 
布 荐 不 变 的 。 这 说 明 该 过 俐 是 严 平稳 过 程 。 


. B2 а 





总 之 ， 若 一 个 齐 次 马尔 可 夫 链 存在 家 上限 分 布 
= (л, x, ол, es) 
Wji5 neo, 4H] k 维 分 布 趋 于 (7) 式 ， 可 以 用 # 利 转移 
括 率 袁 示 之 ， 即 该 过 程 经 过 长 讨 间 转移 后 趋 于 -- 严 平稳 过 
”对 于 一 个 状态 空间 为 可 列 的 马尔 可 去 链 ， 本 节 所 述 的 定 

HAR (一) 必须 作 如 于 的 改变 ， 

(1) 或 者 是 所 有 的 5,20, ixB] Ж (—) 仍然 成 立 

《2)》 或 者 是 所 有 的 zi=0 

一 个 马尔 可 夫 链 经 过 长 时 间 转 移 进 入 平稳 分 布 后 ， PIA 


态 的 平均 返 辐 时 А у = s, HORT CIO. KEEN IE 


常 返 ， 属 王 情况 (2 ) 时 ， 该 链 为 零 常 返 。 因 此 HJ bi H lim 
PY 的 值 来 ЭН АКУ 1 是 正常 а И: л TBR, 
状态 OREA ИЕН AMTF: 


C12 j AIRGAS 1; 1н Ууру, oo lim руу = 


Y-1 


(2) AREA h= 108 Y py = оо 


Eh, EPES lim py 
FHER lim pi?20 
5 $5 定理 四 相似 ， inis), W, j 同 为 正常 返 或 同 
МЗ Б, 


H Ti, МААН, ЫЕ TII, nal, ру 
= а>0, рур 0-0. imi 
pin T pp p= ap 
. 83 • 





E руу дер pu pV = app: 

出 此 可 知 РТТ 和 和 р SHOES SOS. MAR lim 
рїї = 0， 则 lim pr? 0， 即 两 者 必需 同 为 零 常 返 或 同 为 E 
常 返 。 

内 上 画 的 讨论 可 知 ， 一 个 非 周 期 、 不 可 约 、 有 限 状 态 的 
马尔 可 夫 链 是 正常 返 的 ， 它 存在 一 个 平稳 分 布 。 出 半 稳 分 布 
就 是 它 的 极限 分 布 。 

具有 具有 无 穷 状 态 的 马尔 可 夫 链 才 有 可 能 是 零 常 返 态 ， 
此 时 т, = lim ру = 0, | 

例 一 ” 设 有 一 个 三 状态 (0, 1, 2) RAS. EN 
ЭНИ PE 

(0,5 0.4 0,1, 
P-Í 0,3 0,4 0.3 
` 09.2 0.3 9.5; 


KR EE HPE RS ЫЛАН „ 
解 ” 设 其 极限 分 布 沟 = (л X, m) 
根据 л= лр 
1% 0.57, + 0.37, + 0,23, = m, (1) 
0. 41, - 0,42, 0,32, = X, (2) 
0.17, 十 0,32, + 0,524 = 7, (32 
H m +m +Z,=1 (4) 


利用 (1),(2)、(4 ) 求解， 得 ro= S mit, medi, 


邑 不 论 其 起 始 分 布 如 何在 经 过 一 段 时 间 以 后 ， 有 翁 的 时 
闻 过 程 处 于 о 状态 。 有 -一 的 时 间 过 和 者 处 于 1 状态 ， 有 -的 


* RÀ c 


er MÀ € M 


时 间 过 程 处 于 2 状态 。 
DIL 971, (0, 1, 2, 3, eA KH ZK 
可 夫 链 ， 它 的 状态 传递 图 见 图 2-7. 





Po = Pi Po =i- рь pa =0 (i60, D 
Pi = P. ри= 1-р р. =0 (1560,2) 
Prs = р: Dsi = 1 — р: psi=0 (i=0,3) 


Dy = р. ру,=1-Рр‹ pii=0 (10,1012 


0< рь, Di, Po "у Pis xul 


试 研究 状态 0 的 特性 。 
ж Ak 
fu = 1- р, 


fü = pti — ру) = Po- PoPl 


EP s р,реер„.,(%®-рь„ь-}) (n=2, 3,52 
= рур Pu- РеРи'Ра-1 
故 得 lw =1- рар" Baa 


迟早 返回 0 状态 的 概率 100 为 
* 85 * 





t, = EDI - т (рр Р.) 


BL б» = 1 是 该 状态 为 常 返 态 的 条 件 , 所 以 只 有 当 Tim rpop， 
үр, е 0 时 该 状态 才 可 能 为 常 返 态 。 
上 述 条 件 相当 于 颈 求 下 列 非 负 级 数 为 发 散 级 数 ， 邮 


Sini = со 


п- р Ре 
EE. RUE Уо 1-с, Бр 


i 











ans p,me t n0, 1, 2,7) 
1 - 1 1 1 
t = = — -. 一 ... =Š 
m ligada luu l+ +g 0772090 
TAE RE E J, 
1 
tn Ж p, = ° emi (n = 0, 1, 2, ee) 
1 - 1 1 1 
а = ару lat <” 
.. n De ё 


此 时 级 数 У 2 й, ре T H o RENE 
常 返 态 。 
当 pee VOU gps EGRE Uds 0 的 概率 he 为 


iw =1- exp{ ~ Yd 


т =й 


=1-exp{- [eM А e |) 





. 86 * 





=1-e * -0.8070 
例 三 ”无 跟 制 随机 游 动 中 各 状态 特性 的 进一步 分 析 。 
бо 例 六 中 已 对 状态 0 的 特性 作 了 初步 分 析 。 V= 
0 状态 是 常 返 M, ре 2, 状态 是 非常 运 的 。 
2n 


f А 
因为 pú” =Í nd 


2n 
Pa (s> = xi „Р "q"s'" = EU ` (раз®)* 


awt nei 


由 于 二 项 的 系数 有 下 — 








=d: 13. (20-1) 
| 2 jaco 2" .nJ 
n 
= OCD EMI a OCD’ (2) 
"928 ninj 22^ 
-4 
Po = $7 5 2 үс 4pgs)" = Q ~ 4pqs9 + 


Hemp * 


其 而 得 


> ру = P. С) = tim Ру, (5) 


= lim (1-4pqs5) T 
Bid «pei, IW ipa 4р(1-р)<1, % B fuu 
p= IB 4р9 = 1, BUR Урі” Bb 0 状态 为 常 返 的 。 当 


n. 


. 87 + 





p 3 iM 4ра<1, #91 > pud», 0 状态 是 非常 运 的 。 


现在 要 进一步 研究 如 果 p= 三村 状态 0 属于 正常 返还 是 
BIG. 


1 
M = Bf P, (8) = (1 – $2) 3 
Tü Pota) = 1 +E, (s)P,, (8) 
1 ЕА 
Е 212.2 aJa gasi 
оа (5) = 1 БН 1-0-s5 | 
- 1 
КУА . 
s1- Z É Kos 
aj 
els. i st 1-8 gate 


a T 93,381 


+ 1+4(2п-$) gis 
2" . n! 
因此 从 0 
EE 
Bo: l = 


fs 一 1+3 5 (20 — 3) = 1 f3et(n-1j 
° 2° «nl 2^.ni(2n- 1) 








. if?n i ~ 
x һ алу “>D 


因为 87,6105 аб = lim quo оо 
虽然 返回 0 状态 几乎 是 一 定 的 ， 但 是 在 返回 之 前 的 期 望 时 间 
却 是 无 穷 的 ， 即 we = 元- = co， 故 状态 0 是 零 常 返 的 ， 也 即 
当 p = 本 时 无 限制 随机 游 动 为 零 常 返 的 。 

例 四 “ 设 有 一 具有 一 个 弹性 壁 的 随机 游 动 ， 它 的 状态 空 
B 10, 1, 2, 8, ey KERE, 试 对 其 各 状态 的 特 
性 进行 分 析 讨论 。 | 

BO CARRAR IBISULIE 2-8。 其 各 态 均 相通 。 


b b b Р P p p ` 
GOXOXGY- ORO 
UU q q q 4 q g .4 


HB 2-8 
рулар ‚ 059, 1, 2, +) 
Piao =g (21, 2, 3, 9) 
P, = 
р.ь=© (к=®]-+1. ]—1, 520) 
Pon = Ü (kx0, D 


~ B9 1 





设 该 链 存 在 极限 分 布 O), ZO. tts TD, us 
则 ағу + qT (1) = z (0) 
рт(ј-1) +ат(ј+1у= лр =l, 2, 3, +6) 


于 是 得 a(l) = Ва (0) 


gr} +D - рир) = атр - pr- фе 1,2,3, 0) 
BB ^ qz(2)- pz(1)= d3Z(1) - pz¿(0) = 0 


; =P ={Р\ 
(2)= Pra (2) 200) 
дл (3) — рл(2) = пт(2) — рлі) = Ü 
= Р = P ` 
ra) = E xa) = (Р) xo» 


rü = (5a -D -(£) о 


Ye -x0 (Р) -1 
如果 (号 )<1。 шу (ЕЁ) <=, mant (2) icto mat 
20 =(1- Р) 


Mo p< RAMMA DERE, 


"о = (5) C 7 B) Ч=0, 1, 2, =°) 
1 АК zi ЗР ЕЕ JH БЕ] P8] y 
„+ 90 a: 





na i fa qd 

"1 (2) 43s 

增 大 j， 印 状态 了 越 远离 0 状态 ， 则 平均 返回 时 间 越 大 。 
p( PY 
Spsg pins @Ж) (РЕ) ЖШ. scat 


JATE E, z(D = 0, ну = со, 
当 p>q В], HARHA, AREAK ES 


当 P 从 0 开始 逐渐 递增 ， 该 链 在 P<< 立 时 属于 正常 


i, p= 于 时 谈 链 为 零 常 返 ， p> 二 时 该 链 为 非常 返 。 


例 五 ”车 马 氏 链 属 于 茧 伦 非 斯 特 模 型 ， 试 分 析 其 各 状态 
的 特性 L 83 Л) 。 

E 艾 伦 非 斯 特 模 型 的 状态 空间 (0, 1, 2, 56, с) д 
有 限 集 合 ， 它 的 状态 传递 图 见 图 2-9。 





1 - с UB 
Ош ми ж жишп Se 
1 s oin 1 
©. © © 
2-9 
1 А 
Pii m {1=1, 2, 77, c-1) 
c 
Ран 2+ (17], 2, =, c- 1) 


* 0] >» 


Po = 1 


Pes- l 
'Ë BJ —2b 1633 8 КАН ESU 





0 l 
10096-1 
c c 
0 с-2 
c с 
1710-0-10) 
с с 
р = 
d 0 2-і 
c c 
c c 
C~? 0 2 
c c 
erlat 
с с; 
0 10 


它 的 各 状态 均 相 通 。 它 号 一 不 可 约 、 有 限 坊 的 马 氏 链 。 
车 其 极限 分 布 汶 x= a ml) -… 


. 92. 


FG) c z (2), 











根据 z = XB 
1 - 
UO) ел0) 


z() 414 2209) = л(1) 





атут у itl = 
в (1—1) = P md -1)-2T(D 
$ f!) с-1 - 
(Qo 
А я(е- 1) =л(с) 
2,70 =1 
1-35 
& 0= лау - л = Zao Tl r=. 
c c c 
=G) - cD = itl ror1y 
© c 


- °” l gai =... = T (C) 一 1 ж({с-1) 
C c 


я) = 5700 


_ = 106-126 = 
x (2) : 21 Sol ла) = -CDt aeo = (, yo 
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2.66 1):-:[е- (i-1)] 
YE 700) 


"(Luo @<i<o 
所 以 1 = io == GG 
Qe Qs 
z0) = —L- 


. ec 
яф = i ($) d=0, 1, 2, = © 





EEREN E RA ИТЕУ еи 

панаа ogg = (SS 0<i<c。 对 于 
1 

两 个 极端 状态 1- 0 imo, mum 25, 0 CIS 这 


是 一 个 很 大 的 数 。 由 此 可 见 ， 从 状态 0 出 发 要 回 到 状态 0, 其 
数学 期 望 时 间 确 实 很 长 。 但 是 芯 伦 非 斯 特 模 型 是 常 返 的 。 


如 6 为 偶数 ， 研 究 其 中 则 的 状态 二 。 此 时 
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© 


Pi. c 1 
LL EE 
2 2 2 


+ -r 


m * 





Gr 








状态 (全 ) 的 平均 返回 时 间 为 we = JT Zç mE RUE 
艾 伦 非 斯 特异 更 中 ， 过 程 主要 停留 在 中 间 状 态 所 的 附近 。 由 
此 可 以 说 明 ， 在 两 个 连 迁 的 相同 容器 内 ， 气 体 和 分子 数 大 致 相 
[8], 

BO WRXdETQERAQBESLUD, КОҢ [BD БАО NL, 
在 时 刻 n KERISE = 1 AS BEER LESSE A GET [Н] TEL FRI 
该 体积 内 的 每 个 质点 均 有 可 能 离开 该 体积 。 一 质点 离开 的 
概率 为 <, 0<a<1， 而 且 每 个 质点 是 香 座 开 与 其 它 质点 的 状 
况 是 相互 统计 独立 的 。 因 此 单位 时 间 间 隔 内 离 升 该 体积 的 岳 
点 数 ECn) 服 从 二 项 分 布 ,其 参数 为 和 和。 同时 ,在 t= 到 +t 
= п +1 时 间 内 又 有 新 的 质点 进入 该 体积 ,进入 该 体积 的 质点 
Ju C2) 服从 泊 梭 分布 ， 其 参数 为 1,1>0. П Нб) (лә 
相互 统计 独立 的 。 因 此 在 t=2+ 1 时 刻 ， 体 积 内 的 质点 数 为 


Ea +1>=E(ny-L(n)+ (n2 


Eka (п) тп) EAH m SEP;PARGL8g, LO0 只 决定 于 En) 
вр Ша, ёп) КНК Е, 它 的 状态 
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"BpAEQGO, 1,2, h WRAS PRERE p, ББТ 
存在 极限 分 布 。 

W ЉАНИН р.р. MEM = i， 经 过 一 个 单 
位 时 间 间 隅 仿 留 于 该 体积 内 的 质点 数目 为 LE(n) - £002] & к 
的 概率 是 


i . 
Piin) - (n) = k/EËE(n)= 1) -(,)a- otc 


ЮЧ k=0, L, 2, +e, i 

ЖЕ tanti AERAR AAA], MERE tM ч y 
n - 18584 fa) fap B A3 А 446 Sd k. H TEAR 
ERA EARRA EA ELO OUR E m d E B ИЭ, 
故 


P(ntn)zi-kbzae^! G =k, ki, e 


jM 
1-Е 
Р(&5(0 +1) = (иу - ib cpi, 


minii,.+. 


= 了 Põnn =j- КУРТАК) -£0)] = k/£(n) = i} 


上 式 的 求 和 范围 是 从 k= 0 到 min (і, j)， 这 是 因为 k<i,， 
1- k>0, 
minutdi,i: 


i-k i 
Pous 之 eel ,)a- oret 


wapi G- 51 


minis is 


UE BO me] 


,j-0, 1, 2, +) 
HERTA, XpE-Wi, 1220, p. >0, 
ЖЕТЕК RAE Ar) i=0, 1, 2, =, W 
|. 96 < 


У Р, SEG жя. 


ise 





H Erosi 
TAER RAS GPRS RA ЯЕ 
я) e CÓ — d20,1,2,; 
上 式 可 以 用 代入 法 验证 : 
` f mintl,i» uh 1 
Узия De (n) 
.  - a)*oi k poem 


i 
= моі, фр En (2) jU* 
= ете "M — 
> > 11 (J— k) | 





i! tat-t 
та noe 
改变 双重 求 和 的 先后 次 序 ( 见 图 2-10) , WJ 
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NI : ) 
- 2a i a AU 
> p iim (i) Y^ ye е B^ COD 


keù ink 





. _ как 
кү rl d 


A! -x 


= A _. k 
Ee “еру xc (1-ayta- Lawi 








=e M 
EOS bens] 
se PM == ¿h 


六 此 该 链 存 在 极限 分 布 《 师 平 稳 分 布 ) , 





LM 
al z) (1= 0,1„2,+)У 


himp =æ) =e 


即 平稳 分 布 服从 泊 松 分 布 的 规律 。 
拱 旬 话说 ， 不 论 体积 内 的 始 起 质点 数 如 何 ， 单 位 时 体内 


进入 该 体积 的 质点 数 服 从 泊 松 分 布 ， 体积 内 的 质点 数 的 平稳 
分 布 也 服从 泊 松 分 布 ， 其 平均 质 ARIZ. 
+ ЖЕШ EA I zP = z ex So 8 Ж 
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я = Gr(0) x (D (D 0B. 也 可 以 用 动态 平衡 的 观点 求 *。 
如 把 整个 状态 空间 分 为 两 个 状态 子 集 ，(1} I C I, (2) 

1,=1-1,, BB IL U I, = 1, L n YL, = 6 

于 是 从 1 状态 子 集 内 的 任 一 状态 进入 LI: 状态 子 集 内 任 一 状态 

的 概率 为 


Р{1—=>1,} = У 2 хри 


jelsi« 


称 P{1l. 一 I) 为 1 到 1] 的 概率 流 。 
同 理 从 1 状态 子 集 进入 1 状态 子 集 的 概率 为 
Pil-rl}= у) Уу, ләр, 


él, ilz 
FEL LEMAH, БУРНЕ -ER 
Р{1,-=1,} = Р{1,-1,} 
现在 来 证 明 这 一 等 式 。 
因为 Уяр =) (je D 


in 


即 У mgipii+ у rpaour GeD 
iet! 


iet. 


所 以 У Eis pasti, $3:anüDpu 


36513; igli izla iels 


Ут) Уу, mti)pi+ }, arD, 


1612 Fen icti #1171, 
= 之 я) 
Ж Р т ЖИЙ | 
P207 97 3) Ax(i)pi; — 2i Parpi 
iclsigl: Kelis 


= 99, 





一 PUT Уля фр - 2,0) 


j€&1s beli 


因为 > pii+ Š р, =1 


deli rels 


Ж У Pap- X 2 41221 


elz iélz igili det: 


= у, papa- У? уул( ра, 


itty duele sly isti 
= ло E poj- € Erop, 
161: tal; Y< 1; ТЕТ 


= M m (i) 一 > 3 rGipii- > S atipa 


1815 eli iglo Ет Є 11 


= s0D- DrD DA- 5 яф 


Pei. іе Ти létr 1 有 11 


于 是 得 РИ, Р, 

Ы, 可 以 利用 动态 平衡 的 概念 求 平 衡 分 布 *。. 上 述 动 
ОРНО, НЧ ГУЕН ЁЛ HI ЖЕЛКЕ КЕ, 
Bi НАРА АТКЕЗ ЧЕН ВО Кю 
布 。 : 

解 ” 把 0,1,2,….,i -1 诸 状 态 归 为 状态 子 集 ， 而 把 i， 
ї+1.-- САНУ КЕТ СА 2-11) o 


因为 Pina 970 д 


(1-1) 
Pille rad) 
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тес eyii) 


Me 








Bj 2-11 
Ж 2920-я 


于 是 得 到 递 挫 公式 xdi. S26-7D ap (oxi sce) 


这 就 得 到 了 例 五 给 出 的 结果 。 册 此 可 见 ， 利 用 动态 平衡 的 概 
念 求 平稳 分 布 是 比较 简便 的 方法 。 
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从 任 一 个 状态 进入 特定 的 常 返 态 类 的 概率 以 及 进入 该 常 
返 态 类 所 和 需 的 时 间 间 阳 是 我 们 最 感 兴趣 的 问题 。 

В (п) ,n=0,1,3,… 是 一 齐 次 马尔 可 夫 链 ， 它 的 状态 
空间 为 1。 状 态 空 间 可 按 各 状态 的 性 质 分 成 几 个 互 不 相交 的 
HERR (Au kn 1,2, URRA dE TE AB AS BT LES TH 
1, TE I | 

[=E, UA U A. <1) 
A JAU e =l, se C2) 
І, ERMAR 2 2S aH ki T EA 
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s я rr Cr нныннс ть a rar ABRE EUR ERICH у= pa =a re i то а normas ч асат о 





I=1,, U1,.. (3) 
《一 ) 第 一 个 问题 是 计算 从 状 套 i 出 发 进入 状态 子 集 A、 
类 前 概率 PTAk7iiy。 称 此 概率 为 av 的 吸收 概率 。 
RHR, i RicA,, MPA. /i}=1 (4) 
daiCÁA., mask, ЙР(А,/1) = 0 (5) 
如 果 1E1， 想 定 经 过 一 步 转移 进入 状态 j， 然 后 再 从 
j 状 琳 进 入 As， 册 得 


P (A,/iy= уру, Р{А, /]) (6) 
[2 EE! 


(GO ФРА, И) AREA ) ЖАНАА, КАЕ Ж, 
HAHAA (5), EE COSE рУ, 
P(A, /i) - > pi PONI: 


lalag 


= Ур GEL) (7) 


ЖҖ (Т) ЖТ -AFE Hih PAi}, 161,,, 是 
XA. ЖН НЕ УЖ, ЭРИШ РА, Лу, 

A~ PS OBUREUM, B BE m TF MARUR h XU 
СЕЕ, SIF ТЕЕ ИСА. URM TEY T Bl Р 
作对 称 随机 游 动 《 兄 图 2-12)5 图 中 As 为 两 金属 导体 层 ， 
中 间 居 “为 半导体 层 ; 秀 流 子 一 旦 进入 A 或 A. 就 不 再 离开 ， 
EREA 或 As AED, MAA. А. 实质 上 就 是 常 返 Жаз 
当 载 流 子 在 举 导 体 晨 内 随机 游 动 时 ， 有 可 能 进入 A 或 A,， 
所 以 半导体 层 内 的 各 点 均 属 于 非常 返 态 。 

出 于 在 x 方向 上 的 对 称 性 ， 因 此 主要 研究 质点 在 3 方向 
上 的 随机 游 动 。 

在 了 方向 土 把 半导体 展 分 成 mm 个 等 闻 隔 区 ，A&; 的 界面 
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En - 
. 2 " m-1 
1 |> 
4 
1 1 
4 14 > 
п 
1 
а, фа 
—— Н 
图 2-12 


bT y= 08k, A, 的 界 而 位 于 y=m 处 。x 方向 上 同样 分 成 
күн ӨК» AA GAT) 每 次 作 7 向 或 x 向 一 个 间 消 
ÉJ BE BLIES o 

HR Aae TE х. у PRIER G, O ДЕЛ SEE AF 
的 状态 .因此 当 质 点 位 于 金属 界面 A PF, y dk y О, BA, 
(G,lo cl, k=0); 当 质点 位 于 人 金属 界面 态 ;时 ， v BU Asi 
m, БРА», (G.kycCl,k= пт), 当 质 点 位 于 半导体 屋内 ， 即 
处 于 1 (REl, 0<ck< my 时 ,质点 作对 称 性 随机 游 动 。 
故 当 质点 位 于 1: .内 时 ， 


Pil, к, k) = 2. 





POS Lj ky = + 
P(x,y/j. К) 20 (x,7 取 其 它 值 时 》 
当 质 点 前 了》 向 坐标 为 0 或 器 时， 
Р{х,у/],0}=0 (x,yCl,,) 
Pi(x,y/j,m? 0 (xw,yCl,,) 
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ЛТ АО ЖЕЛАЛ (х,у), 0<y m. REKER 
PAIK, y fi PLA x, Yoro 
解 ” 由 干 在 x 方向 上 的 对 称 性 ， 吸 收 玻 率 P{A/x ,yo 
#1 PA у, ix 5i yo 有关， 而 与 x 的 位 置 无 拓 。 
W Р{А„/х,у„у=з, (у= 1,2, m - 1) 


Ф 


根据 :7) 式 可 写 出 
1 1. _ 
| а, 一 та: үт 于 = 








4 4 4 4 
(1«&k«m-3) 
а-у EN ie ~ Tas = + 
Bu 
1 28, = a, 


}2а,-а„.,=ау,, G(<k<m-1 
28... — Ra. = 1 
经 过 选 代 得 as =3a， 
a; = 2а, – а = За 
a, = 2a, а, = ба ~ 28, = dà 


raras 


Ж А-а. = 8011 mL, mr = A, А LÀ 
а, -а = (k-1)a, № a, = ka, 
Aa, = (1n ~ 2)а, 


ам, = 28%... T m-a = (In — 12A 


. • 





Зам. = а... = Спа a, ~ (па дуаа 


所 以 а = Ї a = E 
m їр 
即 P (Ax, yo = 23 
同 理 可 得 P (A,/x,y y = "Уз 
H PITA i/x,ya БРА, х,у =1 


Вр РН, BARREA hy X. 

《二 ) Ж— Abo i REGIE АЗЕКЕ А ЈЕ S Pr 
НВ а АЕ ЁН 

车 i 为 过 程 的 起 始 状 态 ， 设 工 代 表 庆 i 状态 出 发 进入 常 
进 态 类 所 需 的 时 间 、 守 把 了 工 称 为 吸收 时 间 ; 则 了 工 是 一 个 隔 机 
变量 . 工 ，140.1,2.…}。 若 超 始 状态 idu uS, IT 
= 05 车 马尔 可 夫 链 的 非常 返 态 有 无 穷 儿 个 ， 则 该 过 程 有 可 
能 永远 停 窜 在 非常 返 态 中 。 

Ë P(T-n/i, п=0,1,2, +++ ЖИШПН £ H 
i REHAR ERZAR, GU 


lim 3, PAT = n/i} = Р{Т<со/1у 代表 从 状态 BAR 
SUR АЕН MORS ШОЕ ЖУРЕ T TERRAS 
ШЕСТ ceo/ 让 有 可 能 小 于 一 。 

2 - lím УРТ e nfi) =1- P(E«oo/0 RET BD 
рУ ТЕЗЕ NOE К, 

Pic L... Hil TTE, M 
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P{T>0/i} =0 (8) 
对 于 dcl, 
PiT2n41/1) = ЎРО = п/р, (п=0,1,2,+-) 
Bim, "q i Cl. NA 


PT=1/i}= X Pu ‹9) 
ШЫ a. 


P4iT-n-41/i)- 3 Р{Т = n/N Pir 


е, 


(n21,2,:) (10) 
TH y д (10) прш Ж НН ИН Н Ж y BR, IN 
AA ДЖИН ЖА AE. 


"SER. ЕИ ИШ oq E pi Life IEEE, 155 (еа 
xin 步 转移 首次 进入 i 状 态 的 和 概率。 由 此 可 得 
P(T=n/iy= XY, 0р (Elna=l23 G1) 


Е 


245 Ë ОН, PL i R HI ИЕС ЇН Ж ЗЕЙНЕ {НЕ(Т/:), 


ЕТИУ = У nP(T-n/ij (125 


著 号 值 不 是 0 ， 说 明 该 过 程 厅 能 永远 停留 在 非常 返 态 ， 此 时 
(12) 式 没有 意义 。 
E{T/i) 也 可 用 下 述 方法 求 得 ; 
m P(T-n«1/i) = jj P(T-n/j pi, 
n = 0, 1,21) 
РАШ ЕШ n, MN 
+ 106 • 





(+1)Р{Т=л+1/1}-Р{ГТ=п+1/1} 
| = 22P( = n/f pi, 
р 220,1,2,-& 8, 8 
E (T/i - PT е вий = JI B{T/)} Pas a» 


如 161... M Е{ТДу= 0, 
对 于 写 值 为 ОКЕ, 


3 P{T=n/i}=s 1, іЄІ,,» 
竹 是 (137? 式 可 写成 
E{T/i}- Уу, EtT/jip i =1 (El) (14) 
telge 


(14) 式 找 表 一 缆 性 方程 组 ， 利 用 它 可 以 算出 吸收 时 间 
的 数学 期 望 。 

例 二 ” 考 嵌 一 个 简化 的 控制 系统 ， 系 统 的 状 态 空间 为 
L 《0,1.2，… 洛 ， 在 离散 时 刻 ，a = 1,2,… 对 系统 进行 操作 。 
如 果 系 统 处 于 E 状 态 ， 经 过 操作 ， 它 有 一 个 回 到 零 状 态 的 趋 
势 ， 但 由 于 某 些 随 视 性 干扰 ， 下 一 -个 状态 可 能 为 1， i 可 以 
为 0,112,… 《kK 一 了 中 的 任何 一 个 状态 ,县 雇 等 概率 到 这 些 状 
5. НХ А А ARBRIT, НУРОВ 
率 为 


mE 
- | k (1520,1,2,--, (k-— 15) 


lo 为 其 它 值 ) 
六 设 过 程 一 用 到 达 0 状态 就 永远 停留 在 0 状态 ， 即 0 状态 是 
Ж ds, Ш рь„,=1, p.,=0, ]= 0, 


Pri 
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车 过 程 的 起 娩 状 态 为 k， 即 $60) = k>0, KERERE ЖГ 
期 型 。 
8 为 了 书写 简单 , 令 Е{Т/Е(0У =k} =t RA) 


E{T/k} - 2 ECT/BP&i-1 GEl,.) 


t - (+6) = i 


tot to = 1 


由 题 意 可 知 tf =1, 将 之 代入 以 上 等 式 求 得 


SEE. 
1.1 
t=] 十 一 二 一 
| =1 2 3 
1 1 1 
t. = — +— RE 
n 1+ + у+-— 
ЕТ /Е (О) = kYYy = t, = „д +1 spud 
к (T/E) =} = 1t ty t'ik 
(К=],2,) 
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Я B 
3, W e (t) 是 一 马尔 可 夫 过 程 ， хв =, << 


t, блк» 


iur f, oa mt aaa Xn/ Xn ditt aX nua) 


n^" nti 


“жу, (а аза) 


ВОКТ ht E RU тШ, ВО КАКЕ, 

2. ЗЕН Р —TZEIBEARIIZ i ME” B 
tt) 值 为 已 知 ， 则 该 过 程 的 “过 去 ”和 “将 来 ”是 由 互 统计 
独立 的 ， 即 如 果 有 二 之 ti 之 t;， Нора, (0626 “现在 ”，t 代表 
"REPAS , tUe “ШЖ”, Ж ЕЧ) = Xx; 为 已 知 值 ， 试 证 明 

te EXA Re) 816 Kf Ka uL Сх Ха) 

3. ЖЕО Ж-А, tes 
ig Simz 
ME fonema tp tpm tp Gi Kasa Xu na Xa) 
mac шне” к Хало Xm Xm) 

4. 若 布 随机 变量 序列 二 Eee S ELE ER SS EL, 
… 为 相 鞋 度 计 独立 的 随机 变量 ， 上 的 概 宰 密 度 为 
і. (х) f,(x,0, E(E,Y=0, nz1,2,-. 
定义 另 一 随机 变量 序列 {7.} 如 下 : 

7, — б | 
= 6+ 
Da = 81+ Ès + Ea 


= š+ 


fa = Š + Ë: + =°" tÈ, 
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WEH, (OEA n, n. RA B RTT Ж}, 
(23 E {a/m = Vis? = Vaso sa. i = Vn. AP 
= En /No =》 = ya- 
5。 设 有 随机 过 程 Sdn) yn=1:2,3，…… 它 的 状 太 空间 
l, (x, Ожор 是 连续 的 ， 它 的 参数 T АЮ, Тео, 
n-1,2,-«. WEMA O, DEHA fb И] BE Su ЛЕ Ж, В 
#41) 的 概率 密度 为 


1 (0х, 1) 
f(x.) =f (CXL) -( 


0 RE) 
EDE з, (т) 的 联合 概率 密度 为 


[vmm XS) “дуркш Xi sac X) 


1 


= 一 -一 一 (0<хш<ху., 


|а = 0 (HEX fib 
C 10 ЕСА i ЖЮ ЖЕЕ BP fo Ox; 
C2) 试问 该 过程 是 否 为 马尔 可 夫 过 程 * 
СЗ) 求 转移 概率 密度 uix) we * 


farm- : Qus Em- 2» 
C4) XPGO «SE < 3. 


6. 设 有 一 参数 离 获 {А ЫЛЕ БЕЛДЕН ЯНЕ OD. nsi, 
2,3, ERREZEL, (рхо), X. E (1) BS 88 HESS BEC 
1e *' Gu m0) 
fu =f,(x,) = h 


10 тх ff) 
EG), EO), Š (rm) Bim dE S ҖЕ ДЕ 
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f... a (Xi. Aay t X.) = XIX. Xi 
* @XDí — (х.х. + Xm- Жаса dre +X +x)J 
(X128 0,4280, 9.520) 
Baca. зх) =0 CH x ÉD 
(1) 求 8(2) 前 概率 密度 ， 
‹2) 求 边际 概率 密度 (fis,m- (63, t, Xi 
(32 说 戎 该 过 程 是 号 尔 可 夫 过 程 ， 并 求 其 转移 概率 
密度 fom Em хл.) 
7. 有 三 个 黑 球 和 三 个 气球 。 把 这 六 个 球 任 意 等 分 给 
HB. ZATREP, НЕРВЫ КАЕ SOS EE 过程 的 状 
态 ， 则 有 四 种 状态 ，0，1，2，。 83. HUBER A 5. LAETA 
WER, НН SEGA, RUEDA НАН WJ ER CA, Z $S, LM. 
Г.Н T РЕЛЕ А. EH 49, Ee En UC В, ERE UAR S EO, 
n=l, 2, 3 4, "ts 
C120 JE EGER S KI AS, 
(2) 计算 它 的 一 步 转 殉 概 率 第 阵 。 
8. HOD) 基 一 马尔 可 夫 链 ， 它 的 状态 空间 为 1 (0, 


1, 2}, E 00 EHI АВО RA MAPEO = 0} = 2, PEO 


02, Poe 21 = 村 ， 它 的 一 步 转移 概率 矩阵 为 


i 3 | 
фо 
12 1 1 

p= ^^ шо 一 
'3 8 3 
1 3 

e 4 4 
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(1) HARRE PEO =0, &(1)=1, E) 51) 

(2) 计算 Pa 

9. ЧЕ, CEREZA 1, 40,1,2,}, 
它 的 一 步 转移 概率 矩阵 为 


:0 1 0, 
P= |1-р 0 P 
l 0 1 0 


(1) RPO, AERP = pn, 

(2) ЖР”, nzl, 

10, 设 有 马尔 可 夫 链 ， 它 的 状态 空间 为 T，40，1}， 它 
的 一 步 转移 概率 矩阵 为 


r=-( P, ОР) (0<р<1) 


试用 数学 归纳 法 证 明 
[i lopan l lop- p” 
р" 一 | 
І 
lop уук Llop)" 
Ug ; 42Р 1) > t-> P 1) | 


11. 设 有 马尔 可 夫 链 ， 它 的 状态 空间 为 L. {0， 1), Ё 
АОВ ЕШР 39 


1-а а 
Р=( 5 NNUS 0<b<1) 


ARP 《利用 第 阵 的 特征 值 ,特征 矢量 廊 法 计算 ) 
12. RAMRAM. ARME: SAES FNRA 于 
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йр ӨЫ СЕР ГН: ШИПАЛЫ, = 
是 本 天 ，…)》 ， 问 能 香 把 这 个 问题 归纳 为 马尔 可 夫 链 。 如 可 
届 ， 问 庐 过程 前 状态 有 并 个 ? mE ER, CR 
THES 0.8, 过 去 三 天 连续 为 哺 天 ， 而 今天 有 南 的 概 
900.2, 在 其 它 天 气 情 况 时 ， 今 日 的 天 气 和 昨日 相 网 的 
EEY 0.6 。 求 这 个 马尔 再 夫 链 的 转移 矩阵 。 

1з. 设 有 马尔 可 政和 链 ， 它 和 的 状态 空间 为 I[， 从 ，1}， 它 
的 一 步 转移 概率 窍 阵 为 


м|њ 


|" 
wje cj c 


ЖГ), fU Of (UU, EO, £01. 
14, 设 有 一 个 三 状态 {0，1， 2 的 马尔 可 去 链 ， 它 的 一 
步 转移 概率 年 阵 为 


i Pi Gd 0 
P= | 0 p q 
9з 0 Pa 


ef, fs), fO), fy) Б), Ж, 

15. даИ ЗА], BAERE EEL О 的 ， 其 幅 
庶 的 变 域 为 11，2，3，…，an}， 且 在 变 域 上 均匀 分布。 现 用 
一 电表 测量 其 幅度 ， 每 隔 一 单位 时 间 浏 量 一 次 ， 从 第 一 次 测 
量 计 算 起 ， 求 仪器 记录 到 景 大 什 n 的 期 望 时 间 。 

16. 确定 下 列 马 尔 可 夫 链 的 状态 分 类 ， 哪 些 届 了 常 返 
的 ， 哪 些 属 于 非常 返 的 。 已 知 该 链 的 一 步 转移 顾 率 外 和 阵 为 
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(1) ' i 

















Pss Poi Ра: 0 i i 
1 1 
Р = Pis ру, D 3 0 > 
| ! 
| Pi Doi Pa E » ?| 
(2) : Pos Po; Prs Paa 
P- Pie Pu Pi: Pr; 
Pza Р»! Pie Dia 
Pis Pa: Pa: Б.) 
0 0 
ü 0 
= 1 1 
2 2 0 9 
Ü 0 1 0 
1 1 
L o А o o 
(3) 2 2 
1 1 
1 1 1 0 
| a 2 34? 
I 1 
p- 1 о 1 
ШЕ: 3 0 0 
1 1 
0 0 0 
2 > | 
0 0 0 i ij 
\ 2 
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1 3 
f 3 ооо 
i 1 
| looo 
— 0 0 1 0 0 
i 2 
I o + Š o 
1 0 0 0 0 


17. 一 质点 没 贺 周游 动 。 贺 周 技 顺 时 针 、 等 距 排 #| 五 
个 点 (0，1，2，3，4，) 把 圆周 分 成 五 格 。 质 点 每 次 游 动 或 
顺 时 针 或 六 时 针 移 动 一 格 ， 顺 时 针 前 进 一 格 的 概率 为 p， 道 
时 针 转 一 格 的 概率 为 1-p。 设 5(n) 和 代表 经 过 荆 次 转移 后 质点 
所 处 的 位 置 ( 即 状态 ?， 上 (0) 是 一 个 齐 次 马尔 可 夫 链 。 试 求 ， 
(10. 一 步 转移 概率 和 矩阵: 
(2) 极限 概率 分 布 。 
18. 求 习题 了 所 给 出 的 概 率 模型 的 航 跟 分 布 。 
19. 设 感 点 在 xy 平面 内 的 工 方向 或 了 方向 土 作 随 本 
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dish. {Ех y XE ЕЗЕН ҖЕ И, УЛ ДЕК ИДЕ 
хД ЕТТ Е 06, Sin y DEERE PER 
设 这 四 种 转移 方式 的 概率 拘 相 等 。 若 质点 从 (0，0) 出 发 游 
动 ， 求 经 过 2 次 转移 质点 图 到 (0， 缚 点 的 概率 , 问 这 种 对 称 
的 二 维 的 随机 游 动量 常 返 的 、 还 是 非常 返 的 ? 

20. ШЕЛКА, 它 的 状态 空间 为 L，{0，1，2， 
sj, В - Шора. =0, Е.А Вр. зле 
Deb З, ХАР IT 0 Й E 


Pr- Рау + Pras l 


当 j=0 时 ， Proot+Po:=1 
这 上 类 过 程 可 以 称 为 离散 参数 的 生 灭 过 程 。 求 该 链 为 正常 返 的 

21. W (20), n=1, 2, 8, =} 是 伯 努 利 过 程 。 定 
义 另 一 随机 过 程 GOD, n=1, 2, 3, +з}, 

ДЕ £(n)-0, И (п) <0 

REO) -EQq-1) s'e =ё&(п—К +1) = 1, ЕС ~ К) 

=0 

Ш п) =-Е (k=1, 2, =, п) 
ток n IURI n BIB: 5k t Em) = 1 的 次 数 。 

(10 试 证 明 # (n> 大 一 马尔 可 去 链 ， 并 求 其 一 步 转移 
ER, 

(2) AFREAL, п БЕ Ж, RAKE BD ЖА 
AHER гео 和 1 pH BERLE pres 

(3) 该 链 是 常 返 的 还 是 非常 返 的 ? 

C40 设 工 代 岩 连续 两 个 #4= оар, Pj T- : 随 
机 变量 。 求 工 的 均值 和 方差 。 
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第 三 章 ”马尔 可 夫 过 程 CD 
-一 一 状态 离散 参数 连续 的 


马尔 可 夫 过 程 
Si 基本 概念 


在 第 二 章 81 中 已 给 出 了 马尔 醋 夫 过 程 的 定义 。 
在 马尔 可 堆 链 中 最 重要 的 概念 是 转移 概率 。 问 样 ， 在 本 
尔 可 夫 过 如 中 最 重要 的 慨 念 也 是 转移 概率 ， 它 是 P ¿£ (t Є 
A/s, ху, Еф, tcI, Hs<t, А 为 状态 空间 的 子 集 。 它 
HIRE EO = x АЕТ ЕС) EA 的 条 件 概率 。 特 别 当 入 = 
(7 о, VPA 
РЕС) <y/s,x) = P (£(t) € A/s,x) 
=Fs,xyt,y) =F (t,y/s,xy =E, AQ C1) 


称 它 为 转移 概率 分 布 。 
转 殉 概 宰 分 布 是 一 条 件 概率 分 布 ， 对 了 而 言 它 是 一 个 分 
жак, AmA 
F(s,x;t,y) = Fr (Уук) 0 (25 
F(s,x;t,coy = ,,,(оо/х) = 1 (3) 
F(s,x,t,— оо) =F. .,,(— So/x) = 0 C4) 
F(s,xit,y) =F: (у/х) Ж 5 T Y ÉE АУ iZ: iE SE B 
数 。 


转移 能 率 分 布 画 数 (s,x;t,y) 也 有 类 似 于 第 二 章 & 2 
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m Br Hed UH B ЖШ ЕЕ r Ж ҖЕ 
ЖЕЛ 5, т, t, sert, 在 rz 时 的 状态 空间 可 
以 分 艇 成 无 穷 多 个 不 相 容 的 子 集 (zszt dz)。 过 程 由 s 时 的 x 值 
到 +t 时 转移 为 小 于 了 的 状态 子 集 的 事件 可 视 为 由 s 时 的 x 值 
到 fT 时 转移 到 区 间 (z,z+ dz}， 再 由 + 时 的 2 值 到 1 时 转移 到 
小 于 了 的 状态 和子 集 这 许多 不 相 容 事件 之 和 。 根 据 全 概 举 公 
式 得 
E(s,xs;t,y) =F,,, (y/x) 
-| кетон, yd, F(s, хут,2) 
SẸ F. у/ю4а.Е,,, алә C5) 
WEEG ty visu, M 


f(s, x; t,y) 2f. (у/х) -EQFGout) 


TEE A (6) 


ЖБ f (s,xyt,y)=t,,. (у/х) Bim A US SEEN 
REE, 


EI, f fas du = |, d,E (s,x;t,u) 
= а. Е, (ох) =, (ух) 

=F(s,x;t,y) (79) 

同时 有 | ftvyay= 1 o c (8) 


全 Ї{{(т,®;%,у)Ї{з,хут,2)@@ 
=ї#(5,хрі,у) 69) 


. 118 = 


E(s,x;t,y) ЦИЙ E 


1 (х<у) 
Е(з,хуз,у) =л(х,у) el, MISA C0) 


并 且 还 假定 其 满足 连续 性 条 件 


Jim F(s,x;t,y) = limF(s,x;t,y) = (х,у) (11) 


以 上 说 明了 转移 概率 分 布 和 转移 概率 密度 的 一 些 储 质 。 

EMR HHE ЕНЕ (s,x;t,y) НОТ 1—5 
ERRET s. tok Bf, RARES ZK aj K it 
程 称 为 齐 次 马尔 可 夫 过 程 。 它 可 表示 为 

Fes,x;t,y) 2F(t-s,x; y) =F (r ,x;y) (12) 
жргз, 该 式 表 示 在 s 时 处 于 x 经 过 + 这 段 时 间 后 过 程 
转移 到 (一 oo,7) 内 的 概率 ， 且 该 概率 与 s 无 关 。 齐 次 马尔 可 
dep RI SERERE Hr dB nv Bi RI eos EC Ky) a 

第 二 章 讨论 的 是 状态 和 参数 都 是 离散 的 马尔 相 赤 过程 ， 
即 马 尔 可 天 链 。 本 章 将 着 重 讨论 状态 离散 而 参数 连续 的 马尔 
襄 夫 过 程 ， 即 纯 不 连续 马尔 可 夫 过 程 。 这 类 马尔 可 夫 过 程 的 
转移 概率 分 布 除了 应 该 渍 足 上 述 的 基本 性 质 外 ， 还 要 求 满足 
下 面 的 条 性 ， 

ЕСО = x 时 过 程 在 (t,t +AT тыж: act, x)At 
+o (AD HEERA, MHAR qt o0 Ato CAO RE 
BEER, ЖЖЖ ЕВЕСТИ E CC AD Bg 576 HQ Cox 30 + о(1) 
iih, M03323 2 NA 

F(t,xit + At,y) =(1 -qGt,=)AtJ38 (x, y), 
+qQ(t,x)At-Q(t,xíiy)-+O(At) 135 
其 中 q (1,20 9 2X IBLEK SR ER c EE EK UR HEEL, EU E A 
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А. О (t,xiy> Ket AR Ab ZB РА, AEAF УЫ АЯ 
Ф ЧЕКАЈ, WEWE 
Q(t,x;— оо) = 0 (14) 
Q (t,x;co) = I (15) 
BE Qc. хзун ЕО) = x dECG t АБЖЕ ` 
FRERET ¿Ct+At рЫ, БР ОС, so y») O НО, 
хру) X y fE y = хр, 
上 章 $4 中 已 说 明了 独立 增 量 过 程 具有 马尔 可 夫 性 ， 本 
JEU Jo P GEHE АЖ WE IG. 


$2 МУЖ 


(==>) 计数 过 程 
EX dE (0,t) 内 出 现 事 件 和 的 总 数 记 组 成 的 过 程 
{М (Ө, ор oi SERE, 
WELO A SUA В ГАО Ж CBE S R, 的 过 程 N), 
th Е HAt, 
从 工 述 定义 出发， 任何 一 个 计数 过 程 (NG t0 EE 
ЖЕ ТУЕ, 
(1) NOE 0; 
(20 Nt 是 一 个 正 整 数 ， 
(3) ШЕБИН] s、t， 且 s<t， 则 NOS «N(O; 
(4) 对 于 s<t, NOO-N(GO 代表 在 时 间 间 隔 (s,t> 内 
出 现 事 件 A 的 次 数 。 
在 计数 过 程 中 ， 如 果 在 不 相交 登 的 时 间 阁 蝴 崔 出现 事 任 
A 的 次 数 是 相互 统计 独立 的 ， 则 该 计数 过 程 为 独 六 增 量 过 
fà, BH, At <, СЕ, ftota) 和 [tt 为 两 个 不 相交 


*120 » 





рун ар Йй, TE Chato ARECHJE А AEN N (t,) 一 
N(t0, ÆU toO ARR E А MIRRA NG- N(t.), # 
CN Gt NOD 与 CN - Neto JB E £g Н ЯҢ, Ш NOD 
为 独立 增 量 过 程 。 
平稳 增 其 计数 过 程 的 定名 ”在 计数 过 程 中 如 时 在 [t,t 
+s) ИҢЕ Е A AASR s 有 美 而 与 起 娩 时 间 
t, 332, PEN +з) - N(t,)J {И s ЖП SJ t, AK, MH 
BRUE у Ра RHIM. 
(D ЇН AAEE RGE, WWE Rk EE 
nm —3 i p PE, 
定 文 ” 设 有 一 随机 的 计数 过 程 NO, t> 0, WE FA 
假设 ， 
(10 从 t= 0 起 开始 观察 事件 ， 即 NC(0)= 0, 
{2 у 该 过 程 是 独立 增 量 过 程 ， 即 当 0 <, 1.31.74, 
BF, CONO МОО, СМЕ -No JEA H Bt YE BB SY BU; 
C30 该 过 程 为 平稳 增 量 过 程 
CA) TE Gt AD. 内 出 现 一 个 事件 的 概率 为 1At+ 
9(AO) CR At O0BD, ADR — HEX. XE t At Pi gl2H 
LCUKELDEIKELEBBESONO(AD, BI 
P(CN(t AT) - NOE 1222)  0(AUO, 
则 称 该 计数 过 程 为 泊 松 过 程 。 
定理 НЮ ING), t> 0} 在 时 间 间 隔 Cto t. e 0) P] 
n 次 出 现 事 件 A ТИ 27 
P (NC, t) - Ме, = nj 


MD es mesnbe) 


证 X P.G) = PING) =n 
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= РМО) -N(0)3= п} (1) 

CO, t+At BT ELIO F AH SE ЖИЫН ia] lš CO, D. СЕ, 
f+ А11). 

fE (O, ++ AO 内 出 现 k 个 事件 可 以 等 从 于 下 列 几 个 不 
相 容 事件 之 和 ，(1) 在 C0， 世 内 出 现 事 件 次 ,在 [t，t + At) 
КЕ ЗА РР; C2)3ECO, t) ADHERE EE FE Ck — D 1X, ҮЕГЕ. 
t+At)W ТРЕ а (DEC, O HE E РЕ Ck — 2) IK 
(К-ДЫ, ДЕСЕ, t + AO P Е LUE {КЩ Е. 
因此 根据 假设 

P .G(t+Aty=P, tP (AU) +P. . CUP (A) + oCAt) 

= Р. (6901 ААЎЈ+ P, LO AAt £0 (AD 


P. tt + AU 一 -Р.0 _ OCAU. 
Аер ~ AP (t) + APLL,.(0) + 一 一 一 At 


4 At—0, MJ IPD „р, (t> 


=AP, (t) (k=l, 2, =) (2) 
(2) 式 代 表 了 一 系列 递 推 微分 方程 式 。 
辐 理 ， 如 果 在 [0,t+At) 内 没有 出 现 尾 何 事件 ， Вр ZE 
CO, OAR, ++ ДЕЮР Б ЖИИ ЕУЕН, Ш 
P.(t +А%) = P,(t)P, (At) 
=Р„{Ю[1-4Аї+о(Д%)] 





P,cqt +Aty- Р.) _ _ S (At) 
= — XP, (t> + “Т 


4 Ato-0, W тр = AP,(t) (39) 


Bt СЗ Р, (+; = В.е ** 
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根据 很 设 Pe = PiN) =0у)=Р{(М(@@) — N(0)3 = 0) 


则 卫 , (0) =Р{М(0) =0}=1 
于 是 B,z1 
[4 P(t)=e `t (425 
yao Apik РЫ, 
dP (LP, = AP, (D eie (5) 


MARR) Р, (0) = едк В,) 
FR P. (0) = PIN =1> = Ü 


й B, = Ü 
P,Q) = Ате" (6) 
逐次 适 代 入 (2) 式 ,并 利用 数学 归纳 法 可 得 


P.) = OD ета (7) 
n} 


B) — P.(O-PICN(OO - N) = ny = 99 "arit 
AR UAE АЕК IS ШИНЫ, HH 
P (CN (t, +t)-N(t.)J3= n) .QS ee 


(nz0, 1, 2, +") | (8) 
Вж E4N (t2) = А1 


Bp А 


ERG 1 pede dé re fa P EAT А ШРЕК, 

(=) 泊 松 过 程 满足 8 1 中 提出 的 对 纯 不 连续 马尔 可 夫 
HEKER, ШИИДЕ (s, x; t, YORQEDR, ШЫ 
$ 1 0 137, 


ENG) (9) 
t 
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由 于 泊 松 过 程 荐 一 独立 增 景 过 程 ， 故 
F(t,xit c At, y) = РАО + AD) yE) = x) 
= JU Pia + At> =2/2(%) = ху 


k 


= Y PEGAD =z, E(t) = x/Ë (t) = x) 


k 
= D PLEI - At) E= х/ (t) = ху 


里 一 入 


= S PICE(E- AO E(t- x) 


£-U 


ERE k Ux E ARE *г< у” Шу} K BU IE ЖЖ x, oz 
HA Re НАР дЕ ЛУНЕ, 0 z< x hf PS 
(ЕЖА) - G) =z- х) ра, йух EAE RI 
式 中 的 各 项 均 为 零 。 

Hp y =< xB F(t,x;t+At,y) =0 

М y > x+! 

E(t,x;t + At, y) = PILE (tr AO —£(t>)= 0} 

+P{CE(t+ At) -£ (t) = 1 


+ PG G + At) — СОЈ = r) 


其 中 第 一 项 代表 在 [ t,t+At) 内 过 程 状态 不 变 的 概率 
Р{(Е(Ф+ А) -£(0220) =е-*^' 
=1—ДАї -O(AT 
第 一 项 代表 在 [ 它 t+ At) 内 过 程 发 生 跳跃 , 且 过 程 恰好 转移 到 
REA (+ 1) 的 概率 ， 它 等 于 
P(CEQCC At) — £007 — 1) = iAte ё = JAt c oCAT) 
第 二 项 代表 在 以 ;t+At) 内 过 程 发 生 跳 嘱 昌 转移 到 (x + 1) 之 
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FACE Kasi ШЖ, E 


k-x E-r 
X P {CE + A ~ EI= 1) MAD esa 


£ = z s = Ё ! 





T] 


«Y IE etse] p ЧАР" 
-1- 44t|=1 -e`*Ar(] + AAT) 
=1-—-[(1- ДА+ O(At)3 [1 + AAt3 
-1-1t0(At) -O(AD 
这 就 说 明 在 [bt+ AO ИЧИ y ^E ЖИК ТИНЕ Ry 
РГ + AU)  ECUO 2221) = AAt HAAD c OC AT) 


= AAtc OG) | 
在 [t,t+At) р ЕВЕ Ж ШЕТ, ШЕ АДК x1 
的 概率 为 


Р &(@ + At) = £003 = 1/CE(t + AO - 2 (2321; 


_ PicE(t+At) - £002) =1} 
PICEGHEAD -EMISH 





_AAt+o(At) _ 
TAACRe(AD l TOAD 
于 是 可 短 泊 松 过 程 是 线 不 连续 的 马尔 可 天 过 程 。 故 相应 地 有 
qit, x) = 4 
1 (у>х+ 1) 
Qe = [, Gabe) 


MERHIG х, Qt,x;y) Hj tX, PREEN 
Wy, ЖЕДЕЛ DEBBI asp Т ЖЕНЕН РЕ 7 РОК 
的 纯 不 连续 的 马尔 可 夫 过 程 。 
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83 ”有 关 油 松 这 程 的 几 个 问题 


Cr) АК SEE FRU TT T8 18) Bb 23 Е 
设 泊 松 过 程 中 第 一 个 Aa 事件 的 到 达 上 时间 为 T,， 显 ART, 
是 一 个 随机 变 最 ， 现 在 来 研究 它 的 分 布 。 
Наран Ld ~ At, PHT EUERE, О 内 没有 
ШАФ, ШЕЕ а) ЕМО =0 是 等 价 的 ， 
Hg PCT,m PINO = 0) = ег 
因此 T, 的 分 布 函数 为 
E, (t) =P{T <t} =1- РТ рер 1 ез0 (m0) 
工 :的 概率 密度 为 
Ep, (t) x Fr (ty = 4 (tZ=0) 
这 说 明 泊 松 过 程 中 第 一 个 A 事件 的 到 达 时 间 T, Шу ЖОЕ E 
为 负 指 数 分 布 的 密度 函数 。 下 的 平均 值 为 


Е{Т,} = [uertat 


ET, КАЯ 1-1) 次 出 现 A REAME n IK HO АШ 
件 的 时 间 间 卫 ， Т, ALEE, A 

PT, = PUOECT , T, + Е {ЕУ ЧЕ) ze! 

E, G) = РТ, <t} =1- РАТ, mU =1-e* 


fr (O = EL (t)-ie*' (t2>0) 
[4E Fr @)=1-e7>* 
Ír (t) =4e7>" (t0) 


EREEREER, EP 
+125» 





均值 均 为 地 。 

结论 T. (п=1, 2, 3. +) 具有 狂 立 的 宫 分 布 的 概率 
密度 ， tr, (t) = де`**, ETa? T 
《二 ) 等 待 时 间 的 分 布 

жу Hae] + = ОБКН n ye A ЖН 
HAPRAD РЕВО S RA М 5. RZ. 

由 定义 可 知 S, = JOT, sT, +T T. ORG) 
Т,,Т,, tits T, Ad ar Te] АЈВАЗ, T; 的 特征 函数 为 

А 


uj e^ ei dt = "Т 
r, (W = 2 À i-is 


n _ A^ 
Daw 7 [oi e] = gays 
0 G0) 


t, (t) = L. аю асо) 
S, ff) SESESE BEDA ГОЯ, 

也 可 以 用 另 一 种 六 法 证 明 S. WAAGE D A4. ШОШ 
(5, С) ГСО, ОРЕ П ТА Е, ШАИР 
(Ne Zn), Ж 

P(S, «t? =F, (t) = РМО) Zn) 


- 90 an Эз (que) 


к=п 


对 上 式 取 导数 得 
:127 + 


tL SRL = - 25799710 


(At) * it 
+T b a prt? 


к=п 


=-1у1-5°* ety] [0t it 


xa KI (п- 121 
— , (t *x- 1 
+ 
— Y - ч 
= 4 07е G> 


(=) 到 达 时 间 的 条 件 分 布 
有 泊 松 过 程 (NOD, +220), MEEA С0, © Wi 
4- ^ 事件 岩 现 ， 问 这 一 事件 到 达 时 间 的 ZF fi N faj? 
P(T, <s/N (фу =1 = PSSN t) = 15 














| PING) «1j 
= {在 C0,s) 内 出 现 妨 事件 一 次 ,在 Fs,1) 内 不 出 更 总 Ур) 
P IN(t> = 1} 

= 了 {在 [0, 引 内 出 现 和 A 事件 一 次 } P GE CS O POR I ELA SCA) 
P(N(D = 

Asetta enhet- g 

B де Tr t 

ЕШ B. o. 0 = 

ERROREEN Ee oa = Fina © =L 
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ШЖ ELA TECO.U PN h ht A — к, MARP A BS Bit 
疝 均 匀 分 布 于 [0,t) 内 。 E 

由 上 述 结 论 可 作 如 下 推论 ，: 

з AHE P, БАЕ Co,ty IHH п ede (£A 
(QD, Ща 次 A 事 性 的 到 达 时 间 人 4，ss，…，so} 是 一 n 
纺 独 立 、 阅 分 布 的 随机 变量 所 组 成 的 顺序 统计 咯 ， 且 每 - - 随 
栅 变 最 均匀 分 布 于 C0， 他 内 。 为 了 说 明 这 一 点 作 却 下 分 析 。 

BREU DAF n TARRE., ÆU ORAR = 
0, Fo t, oe, tuc RIE УА М 个 间隔 ， 见 图 3-1i。 


Ë ru = 七 一 ty Та tm- асар ce, 0 7i1-i, 


м 
Щщ t= угы 
me d 
ЗЕ 
n Ts t 
= 
# А tml im fui da 
图 3-1 


MPR n, + А#Б ДЕ т, W; ttg п. AS ЕҢ 
JE rn 内， aw ТА чын E тың, ШШ 
n = i. 


m 


Pini ra norae has 7.70, f) 


Qo P Onistisfsy Tay U s lu Taf 
Е Pin,t) 
НН AE jh ars m pha, dk 
Pini,T is ПЛ, rus Tat 
= Pin, ro P (n i Ta} P na, Tab 
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Hn! 


mel 


Fin, $7132, Toi t Шм, Tun, t) 





WEB ta RIMENE MIN, HE М-Н] НД N 
^r TRIB REIBPESHDEAR— A 06, ТОКАМ – МОП КЛ Ж 
AEF, WH 
m= yun, =N 
P (n,r;jz;, T, пм T /n = N,t) 


N 
=N TI. (1) 


iai 


Ент 代表 有 一 个 事 忻 A 出 现 的 间隔 ， APEE Н 
МТ, ABANITA R mA 


ч 
Dorit 
i= I 


另 一 方面 ， 邵 果 有 NAF EARE, ЖЩ HO HF [Н] 
NW. Wa, AERA SERERE vr 1559 2) F C0, 0 
内 的 随机 变量 所 组 成 的 顺序 统计 量 进行 安排 ， 则 


Pint Bg, Ta рм, Tu/ N, t} - PETI (2) 
d), DHARAH. НН, BANA Ж 27 #8 X 
“130, 





CO, DAAA N-A А ЗЕ, Др ОРЦА 9 N 4 
独立 同 分 布 随机 变量 擅 组 成 的 顺序 统计 量 ， 且 每 个 随机 变量 
均匀 分 布 于 [0，f?》 P, 
GI) 有 二 .个 相互 统计 独立 的 铂 松 过 程 ON, (0), t0) 
用 ( 人 (t+t30}， 它 们 在 单位 时 间 内 出 现 事 件 的 平均 数 分 
F) АЖА В 代 玫 第 一 过 程 (N, (t) 中 出 现 第 一 次 事件 
所 需 的 时 间 。s2 代表 第 二 过 程 (0NQCO) 中 出 现 第 一 次 事 
忻 所 需 的 时 间 。 现 研究 第 一 过 程 出 现 第 一 次 事 忻 先 于 第 二 过 
程 出 现 第 一 次 事件 的 枝 率 ， 即 求 P st st. 
根据 本 节 { 一 ?的 结果 可 逢 第 一 过 程 中 出 现 第 一 次 事件 所 
ЖН ЇНЇ ЖЕ ЖКК Hi N | 
fix) = gen it 
第 二 过 程 中 出 现 第 一 次 事件 所 需 时 间 的 概率 密度 为 
Ї(У) = le’? 





BT 3-2 


Жоо Pepas) ( |Г(х,у)йхйу — oum 3-2) 
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= FÉ usen 15+ хау 
. А i 


“| а = есл )A;8 ‘27 dy 
n 


=; -A s A 
Arth AtA: 

(EO O00, £20) AN t, C80) W FAT ИИИ 
FAHRE. ENER ЕГ [ЕГ] R ЖЕНУ 32938 EO 
Aik 1*。 现 求 第 一 过 程 出 现 第 E 次 事件 先 于 第 二 过 程 出 现 第 
一 次 事 忻 的 概率 ， 即 求 P (50у. Дор зо 代表 第 一 过 
程 出 现 第 kk 次 事 性 记 需 的 时 间 ， su 的 概率 密度 为 
CR! 

(k-Dt: 
st (Cae S DTE d S wee PEEL ЖИН ЕН, Жн s 
REN 





Hex} = дет 





(у) = Ае №? 





E 3-3 
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P sts = | [tec у›ахду 
e 


= | Ë neces ХАЗАХ" ayd 
AE Am к рур 78 


iT 
. - | деха 
+ 


(+ k) 


Qe 
(k—1)1 


S4 ЗЕКЕ 


d ze X PPP S S 2 定 六 的 消 松 过 程 的 推广 。 
EX HHEN, t>0 WW E F B iS, 
© №0) = 0 
© (NOD, tz 0) ph n Pt bP 
@ РМО TAL -NOO 12 2) =o(At 
@ РИМА - Net)]= 15 =A(t)At +orAt) 
MERE ЧЕЛЕКТИ ЛЕ DRE - 
过 以 利用 中 2 (=) 中 的 方法 说 明 非 齐 次 注 松 进程 符合 
SLADA: HCBESK UR BF BRL git, x) = 100 ЖЕТ [a] RS ER Ж 
1 (y>x+1) 
Qt, x;y) = {, aep 
如 果 40057 CERO ，、 刚 该 过 程 就 是 通常 的 泊 松 过 程 。 
定理 满足 上 述 四 个 假设 的 非 齐 次 忽 松 过 程 (М), 
to) {ЕДШ [Н АП, t, + tD ШИРК A n 次 的 概率 为 
РИМ t 0 — Nit] n> 
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_ [m(t. + t> – по (037 
ni. 


xp m(t) = [ааз 
上 式 表 明 PENG +O- Neto] = n) і nga, dude 
t, 的 函数 。 
ur 证 明 方 法 和 $ 2 定理 的 证 明 方法 相似 。 
BO Peet, t) = РМО FE) - N(t,)1= n) 
网 Р, %+А1,ЮӘ) = P{[N (ta t+AD- N(t)1= 0) 





e met + EO mek. ¿n> 0) 


= P {Elte ti + O VJJGHEPE ЖЕ, TE (t + t t CAD 内 
无 事件 发 生 》 

РЕ Citat +b 内 无 事 媳 发 生 } Р (WETU, 9 t, 5, 61 

r At ЕР SE E) 
Pact, to) [l - AC DAE 0(A01 








(Pott +А', tay 一 P Paft,ty 


At 





= -A+ p (t to) + 915509. 
At 
4 At 0 AH PO to = 1 的 起 始 条 件 ， 则 得 


ар.) = — Alt, +t) Patt, ta) 


t t +t 
in Palt, to = ~ [ А» Wau -| (ds 


[1 Polt, toj e eimi oomen 
T N(t,2)]2 n) 


= Р (ФЕС, ta OA HM n d, Elt + t,t, 
+134 > 





+% + AO FEIEXE 0 РЕ} 
+ РЕ (tata r t) рН (n — 1) 事件， 在 fto+t ，tn 
++ ДОРЕ IHE 
+ P {Elte ti Ур Н ian — 2) E b y (n — 2) X SEE, 
ЛЕС +1, t ADAPA 2 事件 } 

= Р, (1,1010 - Atot tAt + 0(AT)] 
+P,. G, АС + DAT] + 0(AD 


akt 3 一 n 7 
Pattat ta Patto) =- L1 E OP, Ch to) 





А „у S (b 
жас + t)P,. Ct, ta) + At 


4 Ate 0, W Ebt a -Acat OP, tto 
+ À (t, *UP, tty 
n-18, Р) ку t) PL (Sto 


= A(t, +t) Pait, t.) 
= АС +t)ye н -mt 


х а [efe . P.(t, to] 


sac inel item ‚есш ue Do ma ә 
= À(t, rU 
Bi P0, t,)= 0 
` [av nde r 
故 ' “Ра, ы ле, du 
t +t 
=Í ` A()ds = mt, +t) - m(t) 
tà 
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部 Pitit) = [m (t, + t) - m ét} je im tot men] 
КАН, HHR GH ANE ph 
Pakt, t) = P{CN (te + t) - N (t) J = n) 


= [m(t + t) — m (ta) 1" 
ni 





xe imu OU my! (nz 0) 

由 于 在 非 齐 次 泊 松 过 程 中 取消 了 平稳 增 昌 的 条 件 ， 在 使 
PERSKE. 

A 某 镇 有 一 小 商店 ， 每 日 晨 8 时 开始 营业 ， 从 晨 8.080 
到 11.00 平均 顾客 到 达 率 线性 增加 ， 在 8.00 顾客 平均 到 达 
Ж 5 人 /小 时 ，11,00 到 达 夷 达 最 高 里 20 人 /小 时 。 从 上 
午 11.00 到 下 午 1.00， 平 芍 顾客 到 达 率 维持 不 变 , 为 20 人 /7 
АМН. AFE 1.00 到 5.00, 毅 客 到 达 率 线性 下 , 到 下 午 
5,00 是 客 到 达 率 为 12 人 /7 小时。 假设 在 不 在 变 释 的 时 间 间 
隔 内 到 法 商店 的 顾客 数 是 相互 统计 独立 的 ， 问 在 上 午 8.30 
一 9. 30 闻 泡 感 客 到 达 商 让 的 概率 为 多 少 ? 在 这 段 时 间 内 到 达 
高 店 的 顾客 数学 期 望 为 密 少 ? 

解 图 3-!4 给 出 了 顾客 到 达 率 对 时 间 的 关系 曲线 。 设 蝴 
8.00; t=0, MÆ 11.00 у t= 3, F 1.0009 t-5, F 
Æ 5.00 4 t—9, H + F # 5.00 Яр H E 5.00 Ж 2 E 
业 ， 因 此 第 二 天 8.00 THA t= 9, THERI - B) H8 FE i8 
数 ， 周 期 为 9 。 | 

Б ЕК җа 1 (1) 的 关系 式 可 表示 为 

(5-51 (0xzt«3, БА 8.00—11.00) 


Act) = | 2o Gatas, E^pt1.00— Fi. 00 
z0-2(t-5)  (5xt«9, 下 午 1.00 一 5,00) 
E А0) =4(%—9) 
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AU? RAER 





ШШ, РЕ ЕКІН ЯН, 


(3) _ m(1) = [5 (syds= f (5 +55) 85 


=5+5=10 
ЖЕ 8,30—9.30 | ЖЖ $0 x5 A Т Ж ҖЕН 


e Imts 7 злет 2 2215. eit 
TE 8. 39—9. 30 fa] S] x Es JS Py i 22 3 ЯН ТА EO 


[«(2)-»Q)] ie 
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85 复合 泊 松 过 程 


ЖУ RAPAE N CO ;t 宕 0} 和 一 族 独 立 同 分 布 随 
HERY. п=1, 2, 3, =, HING) (У, НАНЕ 


统计 独立 的 。 设 随机 过 程 六 (ty = Y Y., t0, DER CE CD) 


JM енн. 

ШЖ Ү.=1, WX = N (ty, ХО ЖАУА F 
过 程 。 

例如 ， 到 达 体 育 场 的 公共 汽车 数 是 一 河 松 过 程 ， 而 每 辆 
公共 汽车 内 记载 的 乘客 数 是 一 随机 变量 。 若 各 辆 公共 汽车 内 
的 索 客 数 服 从 相同 分 布 ， 且 又 彼此 统计 独立 ， 各 辆 车 的 牙 客 
AREF N (t) 又 是 统计 独立 的 ， 则 到 达 栖 育 扬 的 总 人 数 蚌 
(ХО), t0) 是 一 复合 沂 拱 过 程 。 


LIRE 


X(t) = DY, 
其 中 X, 代表 第 п 辆 车 内 的 乘客 数 ， N CO REC, O 内 到 
达 体 育 场 移 公共 汽车 数 。 


可 采用 母 函 数 法 研究 复合 泊 松 过 程 。 设 随机 变量 了 ,的 
Bude Ев), ЧЕ ОМ (ОЮ РНЕ О Go), G (s) 


Se UcU, АЯ ON (t)}) 的 参数 ， 于 是 X CO 的 母 
函数 为 GEF C3)] = e* 170, Шура REI X CO 38261 
з 2722, 


Е{Х (©) = QDUEIGUO a} 
D(X(t)) EIN (CO) DY, + DIN (O)CE(QY,)* 
= QAtyDY, + (D [EQUO]: 
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= GO EY, 
Ж 设 移民 到 某 地 区 和 定居 的 户 数 是 一 汉 松 过 程 ， 平 均 每 
Жї? 户 定居 ， 即 = 2。 如 果 每 户 的 人 口 是 一 随机 ER, 


一 疡 四 人 的 概率 为 二 ， 一 户 三 人 的 概率 为 二 ， 一 户 二 人 的 概 


率 为 地， 一 户 一 人 的 概率 为 七， 并 且 每 户 的 人 口 数 是 相互 统 


计 独 立 的 随机 变量 。 求 在 五 周 内 移居 到 访 地 区 人 日 前 数学 期 
1B HON x, 

Ж WY. EN n PAD, XO 代表 移民 总 人 : 
He, | 


Hat) 


д. Хх = Y Y, 
` Dwm] 
1 1. 5 
E{Y, = 一 了 工 +2X 寺 + = = 
(Y. 4х--+8х-. 2x4 Ix Ea 
х1 + : TENE: 
E (Y2* = 4 +3 x2 x „т! х=” Б 


所 以 E(X- GOE(Y.) = 2х5 xi = 25( 人 ) 


43 215 
6 3 
ВАЧ: ВЕ ФЬ 393—266 р. A ЖШ id 
(NG) 020), РАО л. АЕЦ В 事件 
A ЖЕНЕН. ЛЯТО А. 型 事件 
mA НЕ, ЕК А 事件 出 现时 , Hi 336 А, 型 的 机 
жур, B А, 型 的 概率 为 Q ，p+d= 1, ІК НА, X 
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D(X(0O? = (ҢОЮЕ{Ү л} = 2х5 х 





A Eai EAr ARA РУБЕН A i EH Hj 3H 
А, KIRRI REDERE N (t, t0) 和 出现 А, Aer 件 的 计 
数 过 程 (Nect), t0}, H NSOD + NOD = N CO, 

ШНА РЕН s5-13EoR. Hp HD A.U SHORE FH 
7—0 ЖЕ, M] Nott) m 3 +h bb Tes Ni (t) Æ BE HL 
А ШЖ ZO. N CO JE ЖАЛУ АН, ETE SR CS. Ono COO. 
-e 970. 9 EC, DU, ГЕК ОН T.) = psg. 
因此 N (t) BE REER 98 N 

Ну ,‹ (s) = бк ГЕ) = е? 0729 атта e pte o 

因此 (NICO, t20 bE- hiyi, BES Ap. 
EHEN), ор АЕ, КЮ 253825 Aq 。 

ВИШ, fECO, OPpEEA 3E PRI ERE Ж АЖЫ A, GELS 
布 。 顾 客 有 男女 之 分 ， 闭 每 次 进入 该 商店 的 顾客 中 ， 男 车 客 
由 现 的 概率 为 Pp ， 友 顾客 出 现 的 概率 为 a。 则 在 [9,， t 内 
进入 商店 的 男 顾 客 数 和 女 顾客 数 均 服 从 泊 松 分 布 。 


96 ”过滤 的 泊 松 过程 


设 有 一 灌 松 分 布 的 省油 脉冲 圳 攀 过 一 线性 时 不 变 泪 波 
m. МИИН dE LEA, Oxt«o. 


мета 


Etty= 3 he - 0) (1) 


яр het {К ЖЕШНЕН НЕН ТҮЙ КУ. О, {ЧЕЗ akik 9р 
ЖШН а], MODRE, D PIED НЕЙ a 
BEBkK sp EE. ERONDA АЙ, 

Bi PINO) sk) S е (К 0, 1, 2, +з) 
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4 ACE 3 ris [н] q 09 3E Po nier 

jade S 3 BS 2 uA, ЖЛЕ ГО, TO 内 进入 到 滤波 器 输 
入 端的 脉冲 数 N CT k, m jx k Ar B Н ДЕ РИН [н] 12] Ar Pb yr 
llo BELT TR, Н ВЕ ЕА ЫЛЕ TD ра, HD 
i ioxcuc T) c2» 
(0 GHH EU T) 
称 人 1) 式 所 代表 的 随机 过 程 上 4t) ОЛЕИН ЖА. 

(—) 在 温度 限 荐 的 二 极 管 中 ， 几 散 弹 效应 引起 的 教 弹 

噪声 电流 是 过 洪 的 泊 松 过 程 。 

ERREPARA, 1 ЦА н, (2) ОПА 


Ph (DIRE СОМА, ВОНО а 


[FJ B si 8 S J ULEB AT E T EF A OE ES ЕЕ Е Е, EE 
(HE ЖИШПН И ДЕМ 
下 面 用 温度 跟 制 的 二 极 管 作 为 例子 进行 分 析 。 
《1) 从 阴极 发 射 的 电子 数 是 一 个 计数 过 程 ， 而 筷 又 注 
足 泊 松 分 布 的 四 个 假设 ， 因 此 在 C0， 人 内 从 阴极 发 对 的 电 于 
数 是 符合 消 松 分 布 的 。 
《2 》 研 究 在 没有 空间 电荷 的 条 件 下 ， 一 个 发 射电 子 从 
明 极 发 射 后 ， 到 达 极 极 前 、 在 电路 内 引起 的 电流 脉冲 波形 。 
设 该 上 电流 脉冲 为 i(t)。 
为 了 简便 ， 假 定 二 极 管 为 平板 型 二 慨 管 ， 极 PEN 为 
a， 板 极 对 阴极 的 电位 差 为 VY,, 见 图 3-5 。 如 果 电 子 处 于 空 
jg B, B аА ух, ШВ HS Dj 38 2 E= 


т 


ү, А ү. 
一 а * B gii dif үр = а хә 





f, помете = 


| 
| 
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图 3-5 
电子 从 阴极 到 达 B 点 所 获得 的 动能 为 


[=q, Ve = q, Хех 





作用 在 电子 上 的 力 为 1= -q.E, =. У, Нор q, 为 电子 电 


а 
GE 
ARA e Th DER TRE IEEE, АТР 飞 抵 B t 
的 速度 为 


_ Чех 
kasar | 


AF 上 代表 电子 的 质量 ， 上 NIB TE DHE B E TBA 
所 和 需 的 时 间 。 因 而 t 应 该 潢 足下 列 方程 式 


iÍ S.V. 
x= md. 
ЖП AR ga f JA PR t A SA RAR ЕЕН 8 29 т., HU 
_{ dm y q.V, | (dV 
(ауа m*l- (E) 
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于 是 v= (2 ate 


EFES [НЕ ЖЕН Br ak hb ap SEE Hic US V. ET Ut dx 
В, CIH p FAR Lib SB 9 ЯНУ), dX 


av, =U= q, Уух 








Вр q=q ix 
WE t 时 的 板 流 为 
2q。 (бст) 
gp i(t) = Ta (832 
0 GE BEAD | 
《3) Ba HE ЛЕ E RR DE 72 
NUT) 
10) = $57 46(-U,) a< (4) 


其 中 函数 Ht) 由 (3) 式 给 出 ，U; 为 第 i 个 电子 的 发 射 时 刻 ， 
它 是 均匀 分 布 在 Co, T) 内 的 随机 变量 。 比 较 (4)、( ODA 
式 知 (4) 式 为 (1) 式 的 特定 形式 ， 六 此 温度 限制 二 极 管 的 噪 
声 电流 是 一 过 滤 的 泊 补 过程 。 

[EI SEE UR d. pu Sb; ea 和 所 组 成 
的 ， 而 每 一 个 电流 脉 溃 则 是 由 一 个 电子 小 越 空间 时 在 电路 内 
形成 的 。 

同 理 ， 上 晶体 管内 的 散 弹 噪声 电流 也 是 由 大 量 微 小 的 秦 脏 
冲 上 电流 之 和 所 组 成 的 ， 而 每 一 个 电 汪 号 溃 则 是 由 一 个 电子 或 
一 个 空 穴 疲 对 结 耗 尽 层 时 在 电路 内 形成 的 。 
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《二 ) Tp СТОГОВО A КОЧ КРӨ 
计 特 性 。 

在 研究 该 疝 题 抽 假 定 工 比 h(tt) 的 脉冲 持续 时 间 7, 大 得 
5, В Гэт,, KORRA [SUR EISE DE S. YR BOE TE 
人 钱 究 的 了 时间 大 于 tT， ， 央 忽略 边缘 效应 。 

C1) BOO BS BETIOE 25 BE 


E {E(t} = 31 PAN (D) = КУЕ, COO /N CD = k) 


-Pp (ND юв, [Xie U, ›} 


k=. 


r А 
-EPIN к(а - U, M 
=^ i-1 . 


AUBES (E/N CD ek es NOD e) {К F 
ECORHIELAER U Б ЖЕР ALL. ПА О, НЕН Ў, 
ААСО. TRHANIE, fc 


Eu fbt- 0,27 Гаа о, JdU, 
设 t-U,=y 
ni E, he -0932 | Bondy 
ШШ е CH, Tdr, tT 


则 E, tha -U 0132 Ll hooay 


E (£c) = Уган Туш exp һ (ууу 





=} [hoary к AT vr 


T. k! 
= 二 | h сузду. үт =з hedy (5) 
BU 求 源 度 限制 二 级 答 的 散 弹 唤 声 [ (t 的 统计 平均 值 . 
жн E ae» saf ioar 
T _ ta t _ 
КЕБУН Í ‘tydt = f ?q. 7, dt -q, 
Br pt Еу 219, СБ) 


IUP A 代表 单位 时 间 骨 发 射 的 平均 电子 数 ，q。 代表 电 了 于 电 
fj, E(OCO) 代表 电流 的 平均 信 。 
(2) EORR AA R.. (t, tnr 
R..(t, tD SEEE +r} 
= E{ Dn а-у harr- Up} 


N el Mi T> 


=к{у` >. htt- Uh t+r -0,))} 


i= 1 


(14Т, tere) 
HERFS, ЕГЕЙ 


© 


R: (t,t+ r) = L PNT) = k)Eo o, 


k-15 


[x y^ h(t-U,)h a+r-Up)} 


izi d=! 


= Xi[etS (D =k] 32 УСЕ, о, 
k= 


i=} 1=1 
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- [^ (t — U htt +т-0,)]} 


ERE EE. [PRAES Ekini, 


(=i łat 


Ck? —k) Mij, Pet - lJ =y, ttu, Toti, 
јајну к, БАр DA 
ha- U, )h(ct er -U, dU 


T | hyhy +t)dy 
t= 上 
= 二 | һ(у)һ(у+т)ду 


ауз су endy 
对 于 关 i 的 (fa -kK) 项 ， 其 每 一 项 为 


аъ C(t-U yd . һе +т-О,)40О, 
r 0 


-3) hm] 


ы т 
于 是 в.с, (n2 3 PINO һу? 


k= 


|+ h (y +r)áy + BP (NCT) = R) Ck? ~ E) 


[hee] 
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= — ahoy -T)dy 


而 Е{М(ТГ)у =1T 
END P-N] = AT + D3- AT = QT: 
* Re (t, ten | hho ndy 
se| noa] CT) 


+ 
С. (t, ї+т) - hong endy 
=C.. (r) (8) 


PP 求 温度 限制 二 极 管 中 板 流 CO 的 相关 函数 ， 目 协 方 
З= p ЖК ЖЕЛТ Эв» 


E Tt 的 相关 函数 为 


L 
Ruten ea (Ой +т)4++ Aq? — (9) 
LOH Ë Hy SE PE Og 
+ 
С. (t, ї+т) saf icon + dt (10) 
' 
(БЛ 283g Маг{!(1)) -二 (tydt (11) 


C32 Cr By ВЕФК O., СУ? 
De, (v)zEle! чо 


= Y PLNIT) = KJE, , (e! 5 P/INCD = k} 


к= 
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= Y PINO) = kj E, d exp|iv s'ha 0, a 


t-t iel 


= Y P (NCT =) ттк. {fexn[vc-o 让 


上 而 最 后 一 个 等 式 威 立 是 天 ND, Ug ce, 0, tt 
U, ЖЫН ТАЙИП ELE SE. 

设 у=1-0,, W 

Es, (exp[Ivh(t -D,31) 


- +Í `ехр[теһ (т ~ 0,9140, 


- il. expijvh(y) 19у 
te d 


Фа, (V) = 2 ,PINCD = k) 


k-u 


t k 
i exp mes 
T t -T 


1 h 


ko 


ze o exp[ivh ody} 
1-0 


- exp]. [exo (mo )- |а} 

H T hoo ЖАРЕ О ikay, ELE TE SE gu 
t.« 1, {Н e f85E ДЖОЛУ W UL ЖЩ, EH i HH PL + ің 
JExXE(QU- T, ALEE, DAB =й, exp (рунку 
-1=0, W Li nj LAUS H 
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Н 
D, 0) - exp Lexptivhty)) ~ 11dy} (12) 


KODAR Ыы ре) E (tD UE i PB 3 BERE t 098 数 ， 
也 就 是 说 上 ti HERRIETA t 的 通 数 了 。 称 这 类 过 程 
- 9t P EA EEG, I] Bid RJ EA UE Bj Eta) E Cta) (to 
BUE US PEDUE BI Hj Ж tacta t, to teg to to 
MM TE АН ЖЕЕ ИС] ДЇ РЕЛЕ ЫРК діа, АРШИН 
WARE — p аш, 
C40 WRH A ссн, FERRAR I S K, 


"2 
KAIDA to: (J... e n | ady 
г 
即 Etc) = | nonas 


间 理 可 得 A аут 
这 一 结 沦 和 € 1). (2 7 两 响 中 所 得 结 昌 夭 … 致 的 。 


证 а= | hoyydy -| [hríyy]:dy 
mj ESCt)} = ja Var4£(t)) = AB 
, 50) Ae 
设 g(t) Ia 


nt- ВЕДЕ, Eint) =o 
Varit(t)) 21 


Ak n(t)jJk ECO ЕРИН НОЛ. nCO BS MEAE PS He 为 
Ф.С = Ete! nt) 


ron i ar] 
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m E eem [tg] 
eee Gf 
exp(i mp hopn)- 1 Jas } 


故 o Ing. (у) = ју Ie 





saf [exo (iZ су) )- jay 


sc-jóv „Аз Zi |Z 








h ”ba 
В) ЯР 9 


ју? 3 e 
- рор hs (y) + 18у 





-= т гт 
= -jv = + nonas 


一 у? 





zm [ ayay 





- ГА Joas 
= - 5-21 w im M ho Pay +o (7) 


M А-» сой], Ing, (У) = 一 


即 limo, OD =e з (13) 


用 413) 式 可 知 ， 当 4o, т. ШАЛЕ d, BH w ct) E 
一 正祥 分布 的 随机 过 程 。 因 此 E(t) 也 服从 正 楚 分 市。 当 单 位 
时 间 内 出 现 的 平均 脉冲 数 匹 由 增 大 时 ， 上 #( 纪 的 极 艰 分 布 是 正 
态 分 布 ， 这 符合 中 心 极限 定理 。 


87 柯 尔 莫 哥 治 夫 前 进 方程 和 后 ; 87718 


(C) 参数 连续 状态 离散 马尔 可 夫 过 程 的 转移 概率 

一 般 在 参数 连续 、 状 态 离散 的 马尔 可 夫 过 程 中 , 设 t=0 
时 过 程 开始 ;因此 其 参数 域 一 般 为 了 = 50，- оо), 状态 空间 
Xd (6, Ф, —-1, 0, bh 2, 0. 3-6 T A 
RRR HA. RAE to t, ts СВЕН, Hot, 
t ts 是 随机 前 ， 吴 迁 的 大 小 也 是 随机 欧 。 为 了 方便 ， 
В} ТАЗ EERE B EE РЕНО, ШШЕ B0 Æ t. 65, 
їз, ВО ARGA REZE nd STR. 
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XX JS SERRE J YE ВАЛ НТА АРЕ ЙЧ ЖИ ЗЕ nh s ЖЕЛЕР ЛОМ, 
的 一 个 过 程 ， 它 是 马尔 可 去 过 程 ， 即 
P 4£(t,) = ]/Е(1/) 0<tr Е) 
= Piit = Y= (Out, í 1ЄЇ) 
这 是 ERREK, TESA ERREKA АК арз) 
HER. БТА 
Р (1,0 = j/Ë(t,) = 1) 520 C1) 
I Pito = ИЕ) = 0 е1 GED (2) 


TR КЖ РИ (У Эз EE t= t-t MP HU 
HET t. ТКАН. MARB ШЕ ЧЕ P (¿<t = р 
(t, = 让 可 以 改写 为 piitty 。 WP tst- ty 这 时 的 马 
尔 可 堪 过 程 为 并 次 马尔 可 夫 过 程 。 

由 C1}，{2) 可 知 ，p,i(t) 应 该 满足 下 列 关 系 ， 

pacozmo G, l€ L, tz0) (3) 
Ур, (ty=1 Gel, t=0) (4) 


in SCR WE eA I ӘЛИ K ph, 
对 于 参数 连续 、 状 态 离 敬 马 尔 可 去 过程， НОНАТ 
曼 - 柯 尔 莫 哥 洛 夫 方程 式 取 如 下 形式 ， 
P Eta = МЕС) = D 


= УЗР.) = К/С = Ü 
k+ 


* P GC = j/E(t = k) (5) 
(Gom ct, 1, ICD 
dn ЖЕЕ Эз ЖЕК НИКЕ Б IE, ИНОН Е ЗЕ ~ 
尔 莫 哥 洛 夫 方 程式 取 如 下 形式 ， 
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Pii (t+r)= 3 pua (t)px, (z) 


kei 


| G, j&l, t0, r2>20) (6) 
ТЕЗЕ, ЕХ ЭВ Т ЖЕ Р ОЕ ЗЕ ME — T 8 2k ARS. 


B limp, (CO 28 =Í; en (0) 
Ti Ig УЕ ETE Sk BJ SACRE ЖА ЯК A BEL EE ЖЕНЕ ИГ 


在 物理 过 程 中 ， 在 一 个 有 限时 间 间 狮 内 不 可 能 有 无 穷 多 
КВК, НУЛЕ КВ ИО (ИЛЗ ВЕЗА, ПЕ 
有 限 的 时 间 内 化 费 无 限 的 能 量 是 不 可 能 的 。 因 此 在 有 限时 间 
内 人 多 许 有 限 次 数 的 踏 变 。 这 类 过 程 称 为 非 爆 发 性 过 程 。 非 
爆发 性 过 程 一 定 注 足 连续 性 条 人 忻 。 连 续 性 条 件 说 明 刚 进入 一 
个 状态 义 立 刻 离 于 这 个 状态 是 木 可 能 的 。 

ATARI), (4), (E (7 给 出 的 四 个 条 件 E 
THERA зц 2,1 BERT, p. CO JE t B9 — RE EE SER ES р, (t> 
的 可 微 件 。 

(CD) KERE AIMEE жа) MERE E E СО 
矩阵 ) 

由 于 p. (tk t 的 一 敏 连 续 函 数 且 可 微 ， 则 对 于 一 很 
ДМ АХСАС>Ф)ЖҖ 

p u (At) = pi, OD +q Atot) 
=à, Qi LAC OCAT) 


或 qu = lim РА? ец (8) 
qii Жу Sog GO US ES CHAR RI ЖОЙПУ 3,32 7) BEER RE. 或 
E EROM HE, 
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. - . А + 
Щщ ае], qu = lim РЫШ. ) 


ATE 


; L А : t- 
x j= iB, qu = lim Ры (49 õn 
Pip. (t20, Aijt EAE ERES LZ pu CO) 
z0, 81,1, qu 是 一 个 非 正 数 。 


IRAE 405& $ipatAD = 1 

jl 121 i At 

pti «(Xia ') 

Bp $54.20 (9) 

1a! 

ix 一 本 ii =“. 

W | «= Yq GED (105 
ү 


对 于 有 限 状 态 的 参数 连续 、 状 态 离散 的 马尔 可 关 过 程 ， 
пи КНЕ СО REO 
B rm gai qui ttt Joa 
Te i Te rer Jis aD 
qaa Qar Jag ttm Чал. 
在 (11) 式 所 示 的 矩阵 中 ，(a) 每 一 行 的 所 有 元 素 之 和 为 
ж. tb) ЖЕЕ Л уа (о) 当 jsi 时 ， 


qu 22:0. 
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ik Cio ТЕТЕ Ba [НЕР Q #E j: BJ VE 6 UR ЭЛЕ) 
(2) ЕЖЕ s arg m BOUT E E 
(325 如果 过 程 为 非 齐 次 的 过 程 ， 则 
PEGA = ЕСО = 1) = PEt = ЕСО =i} 
+9: (tAt+O(At)=á i + ri COAT +о( ДА) 
即 在 非 章 次 的 条 件 下 。 qi OERE t рй. 
(Em) рут Ерон РШ АГНЕ РАЗ 
TU Q Ag SE ЯК ЕГЕТ ЇН] ЕНА t НОНЕ BE OR IS 
T FR -1Ы ЖК НАЈ 


Pi CES AD = Xipi.CO pii CAD 


Еа 


= р; iO pL (At) 
+ Y pO) pu (At) GED 


kei 
krt! 


出 于 At 很 小 ， 则 
Pki (AD = а At+O(At (Ка) 
baa (AD 8, qi AE ROCA) 
=1+q,,At+o(Abt) 
pi GHAD = p u OOLITE qi At+o(AL] 
+ Ура. Оча  At+O(A1)1 


кт | 
kel 





Pi ADP (b 
At. 


олу 


= эр (Oqa + At 


a At-*D0, Val 
* 155 + 


ua - r "Ñ 
RE 





pu О Ly Pa (04. (i, Eh tz0) 412) 


(12) 式 是 一 方程 组 ， 解 该 方程 组 并 利用 起 始 条 件 

p. (0) = 1 

pi(0=0 (jai) 
可 求 得 Pii ( 绅 。 该 方程 组 称 为 柯 尔 黄 哥 洛 夫 ` Tt I RETI E. 

如 果 该 过 程 为 有 限 状 态 空 间 1, {0, 1 2, зз, п}, 

出 当 固 定 i 时 ，(12) 式 代表 (n+ 个 方程 的 联 立方 程 组 。 若 
3x13 B EET СО = (p (O pi CO -- Pi COD MJ(12) 
XX n] S RAE ETE XX, 


PO -PO09 d-0, 1, m (13) 
它 的 起 始 条 件 为 
T((-(Q 0 — 1 0 O 


和 第 (i + DIU 
车 进一步 定义 矩阵 P(t) 


TL (t P, (t) Po (t> tt p. tt) 
| T. | pu. pua = pau (0 
PO = | : ME e 

UE pis (CO p, (t) + p a. tt) 

Tact) „ Pao (t) Рр. (t) T Pant) 
PO 是 (n+1)x (n + DER, FECI CIO SA ESA 
P (t) = P(t)Q (14) 

它 的 超 始 条 件 可 表示 为 


PO» -ldoloxerno 
(12). (13), (14) 式 均 称 为 柯 尔 莫 哥 党 夫 - 费 勒 前 进 方程 。 
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(UD dn ip D 
AB d ЖАЗ US ЧЕ y da ELEME EX, ap E Seir 
t BEA) SUEUR J 4А ЖАЛ ZO SR EUR: 
р) = P{ECt) = jhe 
已 知 过 程 的 超 始 状态 分 布 为 
PCO) = (p,(0) piQ) epa (0)) 
dE t p ЖЗ ДЕ НТ ВЕК НР s ЛУБ ЭЯ) 
pit} =(р„(Ф) р,( e p, CDO 
yi pit) =р(00Р(1) 


dp(t) . 
г = Р) P (0) =p(0)P(t)O = pO 





gn p ct) = pCOQ ‹15) 
05) APSHA PRAA. SEDES (15) 可 得 任意 时 
A ЖЕНУ — HEBES dH 

ШЖ. BAHARI ROR pia CO 的 解 是 一 
个 比较 复杂 的 问题 ， 但 是 该 方程 组 是 研究 参数 连续 、 状 态 离 
散 齐 次 马尔 可 夫 过 程 性 质 的 重要 工具 。 

enm e 

B— Н РЕ. asin R I DE, 
(££), 6220), CRAZE I, (1, 2, 0, mi, 

a їзє], 1, j=l, 2, - m f q a = 

Wisg, 2, -, mih q. = —(m- 1), SR p CO 

N ”根据 (127 式 

ЯР СЮ = = в ру (60+ prtt) 

根据 У) р) =1 


下 于 了 1 
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则 Ур: (t= 1- pa (t 


| 1 
kel 


я SaD =- on- p(t) eni p, (t) 


=-mp  (t)+] Cile 1,2 c.m? 


p i (DO sce 十 (Gi, j=l, 2, =, m) 


1 
m 


利用 起 始 条 件 ， p. (0) = 1, pi (0) = OC c p, M 3 i= JRT 


° 


Бе 


e=1-— 而 ji 时 c= 
T4 pi (t= (1 demo l dais, .m) 
y 11 m m ©» * 


pi (Ё) = iae xj 1,]= 1,9,5.) 


例 二 ”排队 问题 ЕЕ, СО, ORIRE em 
顾客 数 是 服从 泊 松 分 布 的 随机 变量 ， 即 顾客 流 是 润 松 过 程 。 
单位 时 间 到 达 服 务 健 的 平均 人 数 为 4。 服务 台 只 有 一 个 服 
务 员 ， 对 顾客 的 限 务 时 间 是 按 负 指 数 分 布 的 随机 恋 景 ， 衬 均 
BARAA. MRR A RAEAN AA A k M 
务 ， 如 果 顾 客 到 达 叶 服务 员 正在 为 另 一 顺 客 服务 ， 则 他 必须 
排队 等 懂 ， 如 果 顾 客 到 达 时 发 现 已 经 有 二 和 人 在 等 候 ， 则 他 就 
离开 而 不 天 回来 。 设 5) 代 类 在 t 时刻 系统 内 的 顺 客 人 数 
(包括 正在 被 服务 的 颐 客 和 排队 等 候 的 顾客 ) ， 壤 人 数 就 是 
系统 所 处 的 状态 ， 于 是 这 个 系统 的 状态 空间 为 L (0,1,2, 


‚ 1585 


3, ^ 驻 设 和 在 +=0 时 系统 处 平 稚 状态 ， 即 服务 人 员 空闲 着 。 
求 在 上 上 时刻 系统 处 所 状态 j 的 无 条 件 概率 pi Ct) 所 满足 的 微 
分 方程 。 

Ж CD ЖОШ 

pé (t=0, ЧЕ ЕНЕ Э В, UDRGERHIO He 
移 到 1 。 因 顾客 流 是 一 泊 检 过程, 则 在 rt，t+at 内 有 一 个 
MAARA НООДА Н OCA qu, SA ECE, t + ДЇ!) 
ЮН dL EI LER MESARA A PU BE 6 у од, 
Чә» = Qua = Ü, 

因为 在 @ ЖЕАР ТР Er В ús 2 Wi, Hii. 
– 4, 

¿(ty= 1 KOS fE t HAA Е Е ДИФ. mp И Ж 
的 服务 时 间 是 负 指 数 分 布 的 随机 变性 。 人 负 指 数 分 布 律 有 有 这样 
-个 特点 ， 在 某 时 刻 服 务 人 员 正 在 给 茶 硕 窒 服 务 ， 堵 么 对 该 
顾客 继续 服务 的 服务 时 闻 仍 遵从 同一 负 指数 分 布 规律 。 

已 知 对 基 甲 的 服务 已 进行 了 一 段 时 间 л 而 未 结束 在 该 
条 件 下 继续 进行 服务 多 时 间 太 于 的 概率 为 





а? 


Р (Тоё + ay et - 





; А _ ев 
Р!Т®%®+а/Т та} = Бау e e 
这 就 说 明 某 甲 在 +t Шр ЛЕШ ЖЕНЯ. ТЕСТ, te ADM 


完成 服务 的 条 性 概率 为 
(1-67 ZBAt FOCAT) 
因此 在 At 内 系统 由 1 状态 转 入 0 3K s BU Aa 38: ON 
[At + OCA LL AAt 0(AO ] S WAL HOLAT) 

Ж Qia FH 

另 一 方面 ， 在 CAO 内 有 一 顾客 到 达 服 务 台 的 概 闵 为 
AAt-OCAt) , 因此 在 At ARA HIRA 1 转 入 到 状态 2 的 慨 
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SR [jAt+o(At)][1—gAt+o(Aty] = AAt то CAT) 


md qa =À 
fad dis = 0 
Чи = (Ча, +q; +Ча,) = - (À +g) 
0:9 7 0 
9. = й 
da = 4 
ds c-r 


Xr ECO = 3 时 系统 不 再 可 能 接受 新 顾客 ， 则 状态 3 只 本 
能 转 到 状态 2 或 仍然 保持 在 状态 3. 5(1) =3 时 在 At 内 对 一 


顾客 服务 结束 的 概率 为 
l~-e "=HAtr OCA) 
因此 Quac 
їй d:o = 0 
qu = 0 
Чаа= == 
于 是 得 ОЛЕ 
А A 0 0 
Q= | E - (Q +8) 2 0 
0 E = (À +) 4 
0 0 н -# 


C2) RRA EA ERA 


К — Ap. (t) + #p, (t) 


9р0) = др. ~ (А+н)р,(®) чр: (у 
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рио. Ар) — (А + иур É Kt) + #p,Ct) 





! SEC). = jp (0) - ip. CO) 
它 的 起 始 条 件 为 Pot0)= 1 


р,(0)=0 Gi= 1, 2. 8У 
CAO Жэне £ - 93 IB Jy E 
YAE, Wp tt，i1= 0，1，2，… 时 ， 采 用 前 进 
方程 式 是 比 运 方便 的 ， 但 是 在 另 一 种 情况 下 感 兴趣 的 是 最 后 
所 处 的 状态 ， 即 固定 j 、 和 研究 p. (t), p. (ti, 00. 这 时 
应 该 采用 另 一 组 方程 。 图 3-7 给 出 了 状态 与 时 间 的 关系 图 ， 
图 中 t— At irr 





теі T т+ї 


A; 


BH 3-? 
根据 切 普 曼 - 柯 尔 莫 哥 洛 夫 方 程 
Pigér+t)=i/Ë(r- At)= ib 


= IPI) = k/t- At) =i} 


iel 
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TOUT MU mRa w... i Rem s 





e piil +O = j/£Cr) = К} 
ET up Р КЕ 


pi tt + xt) = > Pax (At)p.,, <t) 


kea 


= ра САР: Pop GOD pi CO 
Ki 


ket 


而 P i (Aty=q,,/At+O(ALU (k=ci) 
Pil ADE R9, At+O(ALt) 
Ж р,(1+А)=[1+64;А+оО(АЇ1)]р; , COO 
+ Уа At E OCAT))P. (t) 
ік 
kel 


тъ АТ) ~ p, (t 
Pa т РӨ а р, (t) 


(At) 
И t 一 一 -一 
+ аара (О + 一 人 


1E]? 





今 At-*0 得 
dpa (0 уздар G, JED ae 
(16) XE JB. КАТОК ЕАР С-НА WA Jr 
T. 
ЖХ Ж#Н S (t) 
р, CO . 
ipu CO 


! pm 


Poni (0) 
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Ш GDA TRE A : 
5,00) = 08, (t) an 
E 虽然 前 进 方程 和 后 退 方 程 在 形式 上 有 所 和 不同， 全 两 
者 的 解 却 是 同一 的 。 费 勤 在 1940 年 已 证 明 两 者 的 解 足 同 一 的 。 
CE “El 
例 三 ”机 器 维修 问题 设 其 机 器 的 正常 工作 时 间 是 一 负 
指数 分 布 的 随机 变量 ， 它 的 平均 正常 起 作 时 间 为 -二 ， 它 损坏 
后 的 修复 时 间 世 是 一 负 指 数 分 布 的 随机 变量 ， 它 的 平均 修复 
时 间 为 证 。 如 该 机 在 t= 0 时 是 正常 工 作 的 ， 亲 在 := 10 时 
该 机 正常 工作 的 概率 如 何 
解 ” 它 是 一 个 “二 个 状态 ”的 随机 过 程 。 设 该 机 正常 .下 
作 时 的 状态 为 4， 该 机 因 损 坏 而 修理 时 的 状态 为 1， 则 它 的 
状态 空间 为 {0，1} 。 在 At 内 机 器 从 正常 工作 变 为 损 十 状态 
的 概率 为 
]—e7'^* = JAt+O(ALt) 
Mr Q EBE BE Gei =A, а= А. FZ, ШЕЬР 修理 
RE. E At AHR M КЕЖИК ЖК ЛЕМ E ТЕ T TER 33528 
j= eA e gAt+O(At) 
"OSEE. аи – к, Bp 


-A À 
o=( 2.) 
根据 后 退 方 程 有 
Р. (t) —À A уроо (t) 
Ge) -a рс) 
或 Poolt) = — Apost D + росі? 
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pistt) = дра (+) ~ apa CO 
ДИ нро" (t) + Ар” CE) S – ApasC t) + Дро) а 
| + Гроб – крис И = 0 
两 边 积分 得 upa (t) + Apu CE) = С 
由于 过 程 是 随机 连续 的 马尔 可 夫 过 程 
00000) = 1 
Piol) = 0 
因此 Епа (07 + Apis(0) = # + lec 
Аро) = uC- Pott)? 
Poo” C5 = – AposCO) ECI- рабу) 
或 Po (t) + (Д + D po (D =н 


= Ё А ЫЕ: 
Рас СЁ) Atu tan 


t£ a et 
P: (t) T+ den 


Á - 
(105 = Ё +a „ез on 
й Pon › KEVI ies 


de, ERREX EO = 0, Вр 
P(£(0) =0)}= pit 21 
故 | Р{#(10)=0) = p (10) = p,COpa (này 





й + А mk +u! 
A +a Ac 








例外 ”随机 游 动 ” 设 在 [1,514 АЕБ ЕЕ Е л ЕВА. 
游 动 ， 此 质点 只 能 停留 在 1 ,2 ,3,4,5 诸 点 。 质点 在 任何 
mr Ж АГАЕ ЖЛЕ ES. НЕНИИ. СЛУГЕ] АА 
点 位 于 2 ，3 ，4 中 的 一 点 ， 员 在 (t，t+ADO 中 以 概率 4At 
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*OCAT) з] {а ERAI 7E, ARER BAT + OCA E ZI EF SJ --- n 
《2 ) 车 在 时 刻 t 质 点 位 于 1， 则 在 (t，t+ At] 中 以 概率 4At 
+O (At р 50) М, 3 车 在 时 刻 t 质点 位 于 5， 则 以 
后 永远 停留 在 5 (BB 1 为 不 可 越 辟 ，5 为 WEJ, < 4 ) 在 * 
G,t c AUCUR AE HA ЕГИУ ARIA OCA. E pu, С) 
满足 的 微分 方程 。 
解 ” 按 照 移动 规则 有 
(1) АСАТ) HOLAT) (k= ili; i=2,3.4)y 
R(At)+O(CAt) (к= і 1, 1=2,3,4) 
p i (Аі) = ( O(At) (Карі, ія 1,1- 15317 2,3,4) 
1-AKA1)- ИОД) + oCAL) 
. (k=isi=2,3,4) 
(Iin =À {(К=1+1; +=2, 3, 4) 
iU (keoi-1, i22, 3, 4) 


а= = 4+6) (C22, 3, 4) 
Qi=0 (koi, I+ 1, 1-1) i72, 3, 4) 
(21 3=1 
[ 4At+o(At) (k 22) 
Pir (АЁ) = \ о( Ат) (k=3, 4, 5) 
K1-¿At+o(At) (k=1) 
г 9з = A 
qu = (k=3, 4, 5) 
‘dir:= - 4 
(3) ї=5 
(pan (ks 1,2,3,4) 
Ps (АТ) = 0 
qas = 0 
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Чак = 0 (k = 1, 2, 3, 4) 


TH О SE BE 
- 4 А 0 0 0 
u -A+ — 1 0 0 
Q= | 0 H (A+ À 0 
| Š 0 a -(А+л) à 
0 0 0 0 0 


根据 后 退 方 程 $,(t)=QSs,(t)， 便 可 列 出 -… 系 列 含 有 
pu tt 的 微分 方程。 


$8 Ht» 时 p, (D, p, (O 
极限 的 研究 


С Hmp, limp, CO TESTO 


为 了 人 恒 于 讨论 ， 仅 限于 讨论 状态 空间 为 有 限 的 过 程 ， 已 
假定 所 有 状态 都 是 相通 的 。 对 平 可 列 无 限 个 状态 的 过 程 也 有 
辑 应 揭 结 果 ， 介 这 时 的 条 件 和 证 明 比 较 复 杂 。 

(œ) 引 理 当 r9 时 pi (1) 趋 于 -个 与 初始 分 布 
p (0) 无 关 的 极限 ， 其 充 要 条 件 是 相应 的 条 人 杆 概率 p. СО 
任何 站 趋 于 局 一 极限 。 

证 Badger PEO = =S p: (00, HE 
Ad. dpBEA t RATRE j 的 概率 为 

PiE = j} spt = X p (0)р, (t) GED 

КИ! 

C15 # t-com p OE rA 5 IBS 分 I5 000) Л, 

XU UE ERAS ру, 24 toc p; p JEL 
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一 一 一 





那 末 ， 特 别 选 取 p .50) = 1. р. (0) = 0, kEl ki, 
fj p, Om pi, C0 (161, jeb 
于 是 当 t coff p ep, G, je D 

(2) RZ, dt, piCOO- p; G, JEI 
出 对 于 任何 -- 组 初始 构 府 分 布 {P1607} 有 
当 t 一 oo 时 


limpi (ty=lim) p, COp, (t) 


v e 


=) P.O). Pi = [Ep eo) |P. =P; 


Ha ИТУНЕ. 

(D 马尔 可 去 定理 РАИ BEBE. RAR A 
HUS карзе LER. FFEA ts РИА, СС 
fi pi, C0, ARRE impii CO =p, Ніж, 
ДЄ! 。 

证 < max p. COS M (t) 

mnp; (t) = mitt) 


RRI iE REIR SERERE Ta a 


Biitt+T)= Y p (Dp. Ct) M(t) Y Ip G) 


T | кзз 
= M, (t) 
因此 М,(+т) М, (t) 
wI М, СЕЕ t у qp Hi oe 3k, 
E ор,,(%+т)= OD: (Tp. С) zIn CO 


кеа 
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‚Жр, G = mi (t) 
т: Съ туст (t> 
ЗХ НД m, (t) 是 t+ 的 非 减 函数 。 
тС), Му) РО, 122 а], 024 Е оч, М С) 
т СОЕТ SIB. АТ НА, WEE 
MARATEA., ЖК, dólHüth BZNGEB], 34 toop} 
A, (t)=M,(t)-miCt)-= D 


EB EE E ПЕЛЕ t, fli p, CE) o 0, i, rcl, 
Z dU epo pr. (to) Сі, K, rel} 


P Y Op i (t= piit) =] 


Жо >> du = Y pi (t - Ўр, (0) = 0 


由 于 pito ЕКТ p. <t, БЕЙ ЕЛУ p... CC, 
BH; 可 能 为 正 ， 也 可 能 为 0 ,为 负 。 更 把 > U di 中 各 项 
JAARS БИШР ауу 分 成 两 部 分 相 加 ， 用 Rg 


HH) ато Ж, $5 RREFERA RR, Bk 
ĝ= s y dy ~ y^ ау | 


RU ат = 2 id) {= h 《i kë D 


XB р,;. (1,0220, p..Ct20770, d k, rcl, ж F 
任意 的 1 和 k 有 
* 168 + 





f iti 
Ь,, = У) а = Y'"tp,..tto - pe, (to) 


«X p... (tS lp, Coal 


rer 
因而 h=maxh ,<1 
Т. ЕБЕТ 
设 9 为 任意 的 自然 数 ， 当 1，kE1 时 
p; (qt. + ti) Pi (t e t) 
= Уор, COP gto Ур, (tp. (qtu 


ral TEG 


= SOEP: elta) py CE TP. (qt) 


тяжі 


= Ў ар, (ato 


ret 


= Уз deep. 9, 一 35, ld'lp. (gto 
*xM,(qtoh,,-7mit(t)h;, 
= һд, (ЧЕ) ҺА, Gt) 
因为 这 个 不 等 式 对 记 有 的 1， 都 成 立 ， 那 么 在 上 面 的 不 等 
Жр ЖЖ 
pat + ta) = Mi(qto + t) 
I: Px (qta + t = та, (qta + t) 
不 等 式 仍 然 满足 ， 即 
M (qt. + ы) — т, qty + t) 
= A (Gl tO hA (qt, 
重要 运用 上 述 不 等 趟 得 
Ау (At) <hA ((q- Dt) Eh A CO sch"! 
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BT hei, Hes q-*eoBj, A (91,20, 
由 于 函数 A (t) 的 单调 性 , ШЦ tor, A (ty-+0, 
qx xiu. 
(=) 根据 (一 )、( 二 ?两 节 的 引 悍 和 定理 了 可知， 对 于 任 
和 何 时 间 连 续 、 状 态 离散 的 马尔 可 夫 过 程 ， 若 存在 一 个 t， 
fx [£m i, re l, # p.020, B 
limpi (t= pi 
tm GET) 
limp, (b= pi | 


HUP t-o 时 р, (88 F e р, SEGA t— oo HJ 





| . ар, 
Sp СО „е, i 1Є1, 4 t— cæ 时 PICO -0, JCl, 
根据 前 进 方程 
“РӘ = Узро 
因此 当 t— оор 


Урук (tq, = Урду! = 0 
kel . 


кат 


ERRE tH EH. WE S X — 5 УЛЫН EE Y». 


=1, 可 以 求 得 当 t 一 co 时 过 程 取 各 个 状态 的 极限 概率 Po 
一 般 说 ， 求 前 进 方程 组 或 求 后 退 方 程 组 的 解 是 十 分 复杂 
的 ,但 当 t 一 oo 时 ,pigt)，Pict) 趋 于 常 值 ， 此 时 线性 微分 . 
方程 组 成 为 线性 方程 组 ， 就 很 容易 求 P, 值 了 .这 说 明 t— oo 
叶 该 过 程 是 沪 历 的 。 
Pi 237 例 三 机 器 维修 问题 中 ， 己 知 其 解 资 
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+у = H # ек, 
pua iR FETI 
当 t--co 时 
mE T у= < 
im Pro © H len Ра 
Im pu tt) +a Po 


BUR E MR a АРАБ in da, 
limp ,olt) = p, 
lim pa (t) = py 
这 一 绪论 可 以 直接 利用 本 节 记 讨论 的 方法 求 得 。 
由于 本 题 中 的 过 程 仅 有 页 个 状态 ， 机 只 正常 工作 状态 即 
状态 和 机 器 维修 状态 即 1 状态 ， 其 Q 矩阵 为 


= 4 i 
eG uc, 2) 


iB d $1520 





kal 
in Арз = йр, 
E. р + рь = 
P | £ 
t Per yn 
=A. 
P: = А+а 
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89 儿 种 重要 的 马尔 可 夫 过 程 


С) 汽 松 过 程 

它 是 马尔 可 夫 过 程 。 它 的 特点 是 不 论 在 CO， 全 内 出 现 的 
SPESE, HSLRIGICO ВАН, ТЕСЕ, ЕДЕ) 内 出 现 一 
个 事件 的 概率 汶 АСД ноде), IBEEBIA EXP T EL ER 
ЕВ ERES ofAt)。 其 中 15t) 可 以 为 上 的 函数 ， 这 种 情况 的 
注 检 过 程 是 非 齐 次 的 泊 松 过 程 ， 如 果 1= 常数， 则 为 齐 次 沂 
检 过 程 。 竹 §2、$§4 中 已 作 详细 讨论 。 

(二 》 纯 增殖 过 程 

它 是 浪 松 过 程 的 一 个 推广 。 在 汽 补 过 程 中 , Ct.,t+ At) 
内 出 现 一 个 跳 睐 的 窗 率 不 梳 赖 于 C60， 人 0 内 出 现 询 跳跃 数 且 ， 
BS ECOMARE RA EMD = 0 无 关 。 而 在 纯 增殖 过 程 中 ， 如 
ЖОО, DAHA п “АБК, Вр t= 2， 则 Ct，t+AAt) 内 出 
现 一 个 新 鸭 跳 贱 的 概率 为 4, (А +o(At), д. С S BLADI 
状态 有 关 。 因 此 纯 赠 殖 过 程 中 需 用 С), ACD, 6.4.06), 
心 序列 来 欧 划 它 的 特征 。 在 纯 增 歼 过 程 中 ， 同 样 借 定 当 志 ft) 
= BEC, t AULEIB LT] X Ln EL ELSE ERIR 3) 
облі), Вр 





Аа (t)At+o(At) 
(k=m+1) 
о(А%у (кап, п+1, 
k>n BJ fB Të) 
1-—4.<tAt+o(At) 
{k= п> 
КЩН д.) ед, СО, п=0, 1, 2, c, 在 这 
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РЕС + АЁ) = k/E(t) = п} = 





“OE F, ШАА А ДЕ COIAUE п {АЖАП ж. HD 
Р (е n) = р. (у = 
设 1=0 叶 它 的 起 始 状态 为 中， 即 FIEC0) = m; = patt) 
=1， 生 可 以 为 零 。 也 可 以 为 其 它 正 素数 。 
和 82 GEAR AE, AANE TF PLA E 
Polt RA) = p.Xty(í 7 ДАЕ) +О(ДЁ) 


Gt dif TR ЖОЕ ERED C1) 
Polt + AC) = DíCEO CI ДАЕ HOCAL?) 
(ERREA m SR. (2) 
Palt HAt) = р, (+007 ~ 34, AD 
rp.- (UA. At +OCAL Cum mm) (3? 


4 At 


SERO = - ps(t( 当 起 始 状态 为 零 状态 时 》 (4) 


dPeC pan(t)( 当 起 始 状 态 为 m 状 态 时 ) (5) 
《5) 式 中 m = 0 时 即 为 ( 4 } 式 。 


dpn(ty 


Ег. = — д.р. (Ё) + Aa I (P a. (ty (n>m) (6) 





ЯШ ЖЕЕ, Ж ОЛЖАС 5)、(6) 可 得 p,(t) 的 表示 式 。 
下 而 利用 拉 过 变换 解 方 程式 (5)、{6)。 没 (5s)= 


Pt 

ACS). (6701018 
57.05) 1 = – 42.85) СТУ 
STS)= —}ҺЛ„(5)+ Ao Hn- (S) (n rn) (8) 
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mes me ———— J 
| 





=- 1 — 
Fnk) = STI 
= 站 Aa Àm 
Faka) (кА, )(S+l.-.)* CS la) 
n А, 
= У ыытан 
A = CD hd 
Il, =À) 
n 
М kt 
故 p.CO m CL DIA У " 
і ып IIa,-a0 
|= mn 


~i 


例 一 ERIR si SLK, ЛЕО Н 
他 方式 产生 出 新 的 成 员 , 而 且 没 有 死亡 。 在 At 时 间 间 贾 内 每 
个 成 员 产 生 一 -个 新 成 员 药 概率 为 4At+ ОСЛЕ) (和 为 -- 常 数 }， 
ЕГЕ ИК, uim B ATERD, 35 
ФЕВР ЖИВ А ОУ о, ПКЕ, Елон ЖК 一 
个 新 成 员 的 概率 为 24At+o(At)。 因 此 在 本 过 程 中 ，4， = 
пд, Et =ОШ AAR OS R КЛР m. Kir ЕВРА 
成 员 数 到 1 IS RC, 
利用 t 9 } 式 得 

palt)= C^ D*7*€óm ifm r A 





" -4%% 
«[o-D4 Y —-5———— 
pm IIS c A) 


in 





. 1745 


| a _ = а-ъП—1)] ` 
má[Gn +1)4J-: [On - 10041 = 4 Cm -1)1 


= (n - my 14" °" ( 2.) 


m-i 
LE дуа" i mi 19-62 


*+1.(n- i)Ken—1-i.. 1 


n" — п-фуп-:п G-myrin- ipi. _ 
《一 1) А en my (n- m)] 


5) 


р. (0) = (= DT- m) T 0 9 


= (—1)"7i4*""^in- m)! 


-1 
n etit п – m 
Di im) 


«йез Des 


-( uL je eo pie 


m- 1 imn 


n- m 
— ¿A -mn t 
(Gu 
1— m 


= ( ! yx - D Gi y" 


m — 1 
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该 式 囊 了 明 p,( 人 是 一 负 二 项 分 布 。 
AR m = 1， 即 假定 起 始 状 态 为 1， 即 
Р(2(0) =1) = р.(0)=1 
ШИ р. (ty=e-)t(1-—-e-ltys"a 
这 表明 Pu(t) 是 几何 分 布 。 于 是 


E (£0) = X2np, ct) e e'* 


О (ЁС у= E(£* C) - LEG GO) I] 


= Y n!p,(t) et! 


= ебе 1) 

尤 尔 在 1924 年 研究 了 总 体 增 长 的 进化 理论 ， 从 而 得 到 
了 这 一 类 型 的 过 程 。 莫 里 CW. 了 .Forry》 兽 用 相同 的 横 沪 
描述 与 宇 汕 射线 有 关 的 过 程 ， 但 也 是 一 个 粗糙 前 模型 。 

(E) 生 灭 过 程 

自然 现象 中 有 一 些 过 程 属于 这 类 过 程 ， 如 在 排队 论 、 可 
千 性 理论 、 化 学 劲 力学 、 蔬 行 病 的 传染 等 的 研究 中 均 会 过 到 
这 类 过 程 。 

倒 二 ”电话 交换 间 题 。” 某 电话 总 机 有 条 线 阶 。 在 基 一 
呼唤 来 到 时 如 有 空 着 的 线路 ， 则 该 呼唤 占用 其 中 基 一 条 空 著 
的 线路 ， 并 开始 通话 。 如 果 谈 话 结束 ， 则 该 线路 使 用 完毕 而 
成 为 空闲 线路 ， 等 待 下 一 次 呼唤 。 如 果 呼 唤 来 到 时 洒 到 了 条 
线路 均 被 占 着 ， 则 该 呼唤 遭 到 拒绝 而 消失 。 设 有 按 泊 徐 分 布 
的 呼唤 流 ， 即 在 问 隔 Ct, t AU) ру а] — k Pp QR E Эу 
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A4ÀAt+OCAt), se mI sk ТКЫ КЕРЛЕР qu Жу ОСЛЕ), 
并 设 妇 果 基 一 线路 在 某 时 刻 t 被 活用， 而 在 [t，+t + ДОРХ 
条 钱 路 空 出 来 的 概率 为 At+ocaAt) ， 即 通话 时 间 大 于 等 于 
+ P IT=ti=e "t 
В PiT=t + At} = p(t+ At) 
= P{T æt} El- nAt]+olAt) 
= p(t)[1—z#At)+o(At) 


BR de. - кр) pít) = Be?! 
x p(0y=1, Ж pct) = P/T zt) se?! 
或 Pty = 了 IT<ty = 一 8 


100) = FRI = кет ' 
这 说 明 通 语 时 间 按 负 指 数 规律 分 布 。 

在 上 述 的 假设 下 ， 研 究 总 机 在 AA k 条 线路 被 占用 
WR, ke0, 1, 2, «5, n, КАИМАНА, ЖА 
是 一 生 灭 过 程 。 

俩 三 ”简单 排队 间 题 ”有 某 服务 台 , 在 C0,t) 内 到 达 访 服 
务 台 的 顾客 数 服从 浪 检 分布， 单位 时 间 肉 到达 该 台 的 绥 客 平 
均 数 为 41。 服务 台 的 服务 原则 是 “ 先 到 先 服 务 ，” 妓 如 果 着 
窜 到 达 时 服务 台 空 苦 ， 则 该 肤 窜 立刻 得 到 服务 ， 邵 果 服 务 台 
正 近 著 ， 则 顾客 加 入 排队 行列 。 了 服务 台 对 显 客 服务 的 时 间 是 


负 指 数 分 布 的 随机 变量 ， 其 平均 服务 时 间 为 二 。 在 + 时 刻 服 


务 台 的 顾客 数组 成 一 个 生 灭 过 程 。 
例 四 ”可靠 性 问题 讼 有 一 系统 由 寻 个 元 件 所 组 成 ， 每 
一 元 件 的 正常 工作 时 间 服 从 负 指 数 分 布 。 如 系统 在 t NEA 


„177° 





п Ф, DüxECt, #+ A 内 产生 一 个 新 的 失效 元 件 的 
概 雍 为 1sAt+aogAt)。 失 效 元 件 可 以 修复 ， 在 rt，t+ At 内 
15 -—4-л ЖОН кыл+ о(АЕ) 并 假定 站 At 内 有 二 
个 或 二 个 以 上 元 件 内 效 或 同时 修复 二 个 或 二 个 以 上 元 性 的 概 
HA OAD., BRAR ER LENEA k kg АМРЕ 
正常 工作 ， 因 些 当 系统 中 有 M- ka 1 ILARA Ж Ж 
停止 工作 ， 待 修复 。 车 设 类 效 元 件数 为 系统 运行 过 程 中 的 状 
态 ;， 则 也 组 成 了 一 -个 生 灭 过程 。 

综合 以 上 三 栅 可 对 毕 天 这 程 作 如 下 假定 ，《 1) 过 程 中 状 
沪 约 转 称 仪 仅 限于 上 从 一 个 状 访 癌 其 邻近 状态 转移 ， 即 如 状态 
Ра, ni, 则 可 转移 到 (n+1) 或 (n- D Qus du 
状态 处 于 零 状 态 ， 测 仅 可 转移 到 状态 1 ; 《2 ) 如 在 t 时 刻 这 
БАЕТ n RA ME (t, t At) 内 产生 由 9 状态 转移 到 

O € 1) 状态 的 概率 为 1v(t)At+ofaAt)， 产生 出 n 状态 转 

BI (0-1) ДАО ЖОН z .(tyAat+o(At), 其 中 4,(t)、 
antt)> 训 以 是 t+ 的 函数 ， 也 可 能 为 常数 ，(【 3 ) 在 Ct，t+At) 
内 转移 二 个 或 二 个 以 上 状态 的 概率 为 0(Aty。 在 这 些 假 设 
+, | 

Oeo = 一 如 da; = Ao qo, = 0 (1520, D 


Яо = А qu= – (À tun) qh: = 4, 
qu -0 (3:0, 1, 2 FD 
Qnan- =i, 4.2 = - (4, +0.) Чага +. = 4, 
9.1 = ' Gisen 1, n, n+1) 
根据 前 进 方 程式 得 
Poo СЁ) = — À Da Kt) + Hipa CO (1) 
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pis = Ån- i Poun- ot) 一 Làn + Къ) рь С) 


+ д.1 Рова: 《 221) (2) 
Piett)= – Лор: (6) HAP: CO (32 
Pis mA. iPia- 5027 Os HA 0р (t) 

+Н Pie + ift) (z>1) C42) 

1=0, 1, 2, + 


Es 4i, Aen (n-70, 1, 2, +) 均 可 能 为 上 的 函数 ， 也 
[EG Y rM | 
п ЖЕНЕ aeta R (ECO)= iy, 。 就 可 求 在 上 时 过 程 处 于 
状态 п 的 概率 。 此 时 起 始 条 忻 为 
TORI m= D (5) 
0 Жеп) 
如 果 APR. 均 汶 +t 的 函数 ， 则 上 述 过 程 是 非 齐 次 生 灭 过 
程 。 为 了 简化 超 风 ， 这 里 仅 研 究 线 人 性 的 生 灭 过 程 ， 这 时 过 程 
的 特点 是 :总 体 是 由 能 分 裂 或 死亡 的 元 素 组 成 , 在 At 内 一 个 
活着 的 元 素 分裂 为 二 个 的 概率 为 44t) ЛЕ нод), ТЕЛЕ 
~ 个 元 素 死 亡 的 概率 为 上 At)At+ataAt)， 且 元 球 间 无 相互 作 
用 ， 务 异 和 死亡 之 间 也 是 相近 统计 独立 的 。 如 果 上 时 的 状态 
HD, W 
А.С) = пА(%) н.) = nct) C6) 
ДЇ ЕР e ЖЕ yi КШЭ БЕТЕ НЕ ЖЫ, E HE 是 1949 年 由 
Kendall £n. 
设 р, ВЯ AGU, t), 
Gu, t) = S p, ,ct)u" (uix C7) 


和 一 日 





„2G, t) 


h = Ü 


179, 





=) pla (tur 


n-B 


将 (3)、(4) 两 式 代 入 上 式 得 


баба, t) 


ot = уч". CO Pien o0) 


n-! 


— A CO p Cou? 


~ Yous[4 + н(%)1р„(%) 


а= 1 


д. Сур i Cut 


+ $ oua. COD ici (t) 


[E S 


ORRAL, HAARA mE 


М(%ур у, CO) u* + V AL CO p, (Ctyus 


= Y^njct)p,,(t)u* 


n-1 


=n S inMt)p,.(t)ur! 


nl 


-2uj4(t)$ 'np,,(t)u?^! 


а-а 


_ ó 
= (ug Gt, t) 


Уо", (t) Pogt) = ў na(typ,.(tyu" 


nei Ge} 
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= u(t) 9 np,,(t)u*7! 


nai 


= u д 
= gu Dua O05 ty 


Уса". i CÓ P io- tt) 


n-1 


= ut d put) 


med 


= u Уу u"mACO ps 


л —1 


= u*j (t) " mp,,(tyu"7! 


ma! 


д 


zu FTO 


Giu,t) 





E 


E ое оът СЁР capot) fin) p iO)? 


=] 


1157 пед СЕР a oC + Yn Cpu tt)} 


i= | 
2ly nop, (ow 
коза | 


«1 - - neg 
5 п Ун упр, olt)u 


з= 1 
=#(t)— Giu, t) 
о 


» 18] «+ 








дӨ (а, t) dG (0,1) 
i t = Өй Газ t) 
- (UC) в дса + (1707 

дси, ti 

u (8) 
(850 式 是 一 情 微 分 方 理 ， 解 此 方程 可 以 得 到 非 齐 次 线性 生 
严 过 程 所 处 各 状态 的 概率 。 但 是 解 二 方程 出 较 复 杂 。 为 了 进 
一 步 简 化 ， 设 该 线性 生 灭 过 程 为 齐 次 的 ， 即 10 和 和 At) Nj 
ЖЕДЕ, ВГАСУ = А, a) = =, PCR ) 式 可 化 入 为 


=(ü—1)[ACtYu- и) 








96051). (24) о-и) 99080. (9) 
at ди 
B 50, C7 f Gau tohi Та didi Ски, 0), 
G(u,0y= u: (0) 
C80 REMDAN 
dt _ du _ dG 
J mn Q0 aD 
GOD 式 的 第 一 组 方程 的 解 为 
1-u дешн 
ИР - e“ = ë, 
GOD 式 的 另 一 组 方程 的 解 为 . 
Gu, 096 > 
FTE (9) 式 的 一 般 解 为 
= 1- п са E)t 
Gao | e ] (12) 
其 中 1 .3] 为 任意 函数 。 利 用 1t0) 式 给 出 的 起 始 条 件 得 
1 一 oni 
Gu, o= еа (132 





x i-u _ _ жад 
Ë -p-a 0089071339 


H PER ol «I, В 1 лесіне, D3 JE (E WE E. 
{1+ 4@]7> {1+ eol RR Е, 

; ПЕЛА 

co = (1278 (15) 
(15) REI T dedi ЖЇР GU, 0) = n' 的 条 件 下 ,IE，] 


的 表示 形式 。 车 用 下 ec 代表 (15) 式 中 的 9 M 





(14) 











G(u,t) = f [i-em] 








[£e ыст сне (10) 

(a — де j= ucl ~ et) 

iz аск = Осе О an 
po (2o (13) 

W соо «| HI] (13) 


(19) 式 给 出 了 pi. CO BE BERE. ДЕ (192 式 ， RA u° 
Юж, BHRAN PaO. A 
[aea(ty+(1—ma(t)y— ВСУ 


= x( ' Jie '£1- «0 - Виа! (20) 
TITRE 
当 | дева <1 时 
i 2 ~i k т 
[l~g (t)u] -本 ( k ) ~ DTBCt)a] 
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IHE Rr RT EIL 
ea 





= x Xo ut (2D 


HMG, (2103419 


afe (22) 
|, eo У (| Y UU Уге 1, 
|. х[8(%)1°7!{1-@(%у- 80)3! (п> (23) 
讨论 010 如 果 在 t=0 时 i=1， 则 

G(a, t) = £O + TIAE Вс Ја Qo 
Pia (C) = put) = at) (25) 


hii Gin, £ = [aCt) e C1) - a(t) – pitu 
x {1+ £u + [EG] u + e} 
PiaCto = (ГАС 1" 
+i- alty- BEEJ! 
e[i—ect)JL1 - 8c EA oj"! 
m=i) (26) 
(25 MEK Сч, онин, 


E ie» -T ien. Spo aee (27) 
D 4£(t)) =. 18. y зеге пус -1] (28) 


C35 在 齐 次 线性 生 灭 过 程 中 ， 当 teco 暑 它 的 绝 灭 概 
SEL E SURG 
limp; С = lim[aco]! 


fem 
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= lim [M] 


p u- jeti 
| 1 (Au) 

= BAI (29) 
(Т) (4> н) 


C4) 可 以 直接 从 福 宽 - 普 朗 克 方 程式 推导 出 《27) 式 。 
根据 87( 四 ) 短 福 克 - 善 六 克 方 程式 的 表 订 形式 为 





P (t) = Р(%)0 (30) 
NE РК Е K b PE Q Bg 
0 0 0 
" - rp A. 
Q= (й-1)н = (п At) (n-1)2 
| пи —-LqA-4) nl 
0 ` N ~ 
于 是 
Aeb 2 zp (t 
Je. - QU дур (t) 822p, O0 
Sp) lip -29 PAt) +3pp (t) (81) 
APD ~ (n - рар... 


= DC(A * ур. CC) + (n+ Dump. (t) 


ТЕО 
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根据 定义 EQ) М, (Ж у= Y np, (t= Упр. (1) 


ned mel 


AMit) а = V dpa (t) 
dr cq nP С = ууп сүс 


пы 


43 n(n- Dp, Ct) 


= (2+4) Y nip.(t) 


паж | 


+a ntn Dp.. СФ) 


n $^nn-1)p,..() = 3 mim 4 Dp. Lt) 
n»: m= 


= 3 mn + 1Dpa(t) 


new 1 


Y ndn +1)р,.,, (t) = (m - Dmp, Ct) 


п 1 т= 2 


= Ут ~ тр. (t) 
Dp ар = Ало + Dn. 


-‹к+21) Pimp. (t) +Ay 1G - Dnp,.(t) 


mm n=1 


= (~ н) Ујпр. (б) = (2- u)M, (ту 


mæ i 


dM, (t 
8l Ax (а= M) (32) 
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їй M.(0) sis 1=i 
故 М.С) = Et£(t)) же nt — (tmo (33) 
此 结果 和 (27) 式 一 致 。 | 

有 上 面 解 线 性 微分 方程 组 的 过 程 可 以 看 到 解 前 进 方 程 
组 、 后 退 方程 组 或 摄 克 - 首 衣 充 方 程 组 均 是 十 分 困 ЛЕ 6. H 
REEI too 时 的 极 扫 情况 ， 峙 可 利用 8 的 方法 。 如 
果 当 tcc 时 Piitt) 赵 于 某 一 常数 Pi ， 则 可 以 把 线性 微分 
方程 组 简化 为 - -线性 方程 组 。 

M too Bf Piot) po, Pii С) ру, р{,.,,6®0—® 
Pa-is PiaCf)-- Pos расво (00р 
当 上 很 天 时 从 ( 37、(4) 式 得 








- Аро t р = 0 £34) 
Án-1Pn-1 - (As tu.) + дор. рані = 0 (35) 
РА 
于 是 p. = 2t)». 
(35) 式 可 政 写 为 | 
an рах: Аъ Рр, B pa А. Da- ¿n = 12 
设 Ea = йр. — A.- Da, 
则 Ка-1 = E. 
(зА) Ë = 0 
故 Bav Es = 名 二 = 
Bp D. As Р. (020) 
Hapi 
Ж p= (#- Do 
Ао АА 
P: ГАШ Ka йу P. 
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Er „= 4,414, 
ёз йнй 


A. Al. tt Aa 


Hu lp c, t1 Ha, 


因 p. REE 1 оо 于 过 程 处 于 状态 n 的 概率 ， 于 是 
pe=1 
因此 当 t—=co 时 车 过 程 趋 于 一 平稳 的 萎 率 分 布 , 则 要 求 


Ад И E 
pert "шш 50H VER X. 


Р, = Po 


Hs = 并 要 求 s<co。 在 满足 s< 


й, ъй» 
2 的 前 提 下 ， 
= Ao ‚А у. ER 
рь = р,(1+ и, th ) 1 
于 是 р, = 2220 


反之 ， 如 果 级 数 1 + а ы у В, Ш 


说 明 过 程 设 有 平稳 的 分 布 。 在 生 灭 过 程 中 只 有 当 s 为 收 伍 级 
数 时 ， 平 稳 的 概率 分 布 p 才 会 存在 。 
HE ҥй Rio 时 有 k 条 线路 被 占用 
的 概率 。 
例 二 中 已 经 给 出 了 该 生 灭 进程 的 所 有 条 件 。 根 据 题 意 该 
HRA +D 个 状态 ， 它 的 ОШ 
* 188, 


"Yr С wiae: HIA 


B —( d) 1 
м, ^ ` 
` | 
Q= (к-1)8 — —[A-(k—1)41 Я 
ка —(A- kB) 1 
` 
` `. `. 
Ü ан —nH 


ЖЕЙ vL 2E BJ SET EE RT deo On 


ар.) 


| СЕНУ ш — Apa(t) + up (t) 


| pt = 1р(®)- CA + uy pi Ct) + 2рр, (t) 


**=... 


= Ара Ct} A+ kupit) (35) 





+ (К+ 1)йру+у. Ct) (0<k<n) 





APH = 1p。 (t) ~ nup, (t 


根据 $8 АЈА, з t— =o 时 p.(t)— p, (ЖЖ), TE 
《36) 式 可 简化 为 线性 方程 组 
— Ap. + up = 0 
Fa — (A+ ka}P: + (K + Dip = 0 
(0<k<n) (37) 


"P —ngisp,-0 
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1 Ex 7 Арк. — kap, 
根据 (37) 得 Б. =4р,., — Кир, 
Ap. 7 Ck + 1\дрьу, = Ф, 





Hi gi=0 g. = 0 
ax B15 6. = Es=- TEC ng. =0 
р. = ——р, 
р P 1 = ( Я ) p. 
P. = Ps i s- (4) Pu 
又 因 Sps 1 
kun 
üx poļi + + =+ Sí 2 ) + 
0515 
Ar AN 
р, =- е # ) - (0=k=n) 


(38) ЖОК, 


(38) 


Tr PIU GRE Ж ЖР JH T О ERME- 32 PH w Jy 
程 组 ， 获 得 了 线性 方程 组 (37)。 为 了 更 简便 地 列 出 在 平稳 分 
布 条 件 下 的 线性 方程 组 ， 哥 以 利用 状态 传递 率 图 。 对 于 
{34)、(35) 两 式 所 表示 的 生 灭 过 程 可 以 用 图 3-8 所 示 的 状态 





传递 率 图 来 拭 述 。 
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PB + 


E s 


图 3-8 "rag Bor И ШК ЖЕЕ ИЛЕНА Ж. sm n ДА xx 
用 工 表 示 ， 简 头 代表 状态 局 传递 的 关系 箭头 上 的 符号 loo 
Ais cUs Ans ta B Ba, rns Bat ЫЛЕ 
由 于 假定 t— co ВМ Е, А ТРОА f. EDS IE F 
的 原则 得 
Anai Panai + Hagi Pangi = СА + Ho Do (35) 
ÅP = йр! (40) 
(39) R5 (35) 式 一 致 ， (400 式 与 (34) A-Ma 
今后 称 (39) , (40) 式 为 平衡 方程 式 , 它 说 明 流 入 工 状 
态 的 平 的 传递 率 等 于 流出 并 状 态 的 平均 传递 率 。 这 样 就 可 以 
利用 状态 传递 率 图 直接 写 出 平稳 条 件 下 撞 述 生 灭 过 程 的 线性 
方程 组 。 











810 排队 和 服务 问题 * 


(一 ) ”在 排队 服务 问题 中 的 “顾客 ”是 一 种 广义 的 概 
念 ， 如 电视 机 送 到 维修 站 检修 ， 电 视 酌 就 是 “ 酉 客 ”。 任 何 
排队 过 程 包 括 三 个 不 同 的 历程 ， 中 到 达 过 程 ， 四 排 了 从 ， @ 
服务 过 程 。 对 这 三 个 不 同 的 房 程 可 以 建立 一 定 的 规则 或 近似 
地 建立 起 相应 的 概率 模型 。 
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顾 窜 到 达 服 务 点 的 程式 可 以 是 各 种 不 同 的 类 型 。 如 顾客 
到 达 完 全 是 随机 的 ， 即 按照 § 2 中 规定 的 注 松 分 布 的 假设 ， 
不 论 t 以 前 的 到 达 情 况 如 何 ， 在 [tyt+ At) SUIS ABH ZE 
的 概率 是 1At， 在 【tt+At) 内 到 达 两 全 或 两 个 以 上 的 X 
率 为 高 阶 无 穷 小 ， 也 就 是 说 在 t 时 间 内 到 达 的 硕 客 数 服 从 泊 
松 分 布 。 男 一 种 型 式 如 流水 线 上 到 法 工人 面前 交 装 配件 数 ， 
这 是 十 分 有 规则 的 。 

排队 也 有 一 定 的 规则 。 如 果 只 有 一 个 服务 人 员 ， 当 顾客 
到 达 时 他 正在 服务 ， 则 顾客 就 排队 等 乌 或 芯 即 离开 ， 如 通 到 
电话 占线 的 情况 那样 。 排 队 的 容量 有 时 没有 限制 ， 有 时 即 有 

一 个 限额 ， 超 过 一 定 艰 额 时 就 不 再 参加 排队 而 自动 离 去 。 如 
果 有 多 个 服务 天 员 ， 则 应 有 更 复杂 的 规定 。 

. 服务 过 程 有 二 点 需要 说 明 的 ，( 工 ) 如 何 选择 下 一 个 服务 
KHER? 一 般 采 咀 的 原则 是 “上 先 到 者 先 服务 ”， 但 也有 其 它 
规则 , 如 计算 中 心 选取 下 一 个 作业 时 要 考 卉 优先 处 理 的 原则 ， 
(2) 一 般 说 服务 时 间 莽 一 个 随机 变量 ， 但 是 也 有 闫 定 的 服务 
DE 

dn GU УЕ А, РА, ЗАЗА ВИ Ad du. ME 

FAREA UTERE AY T, ДИНА RARA M/M/T 系统 。 
其 中 M жож, 048410 HR5: А 01. 8 АН 
用 G./G./s  #— FAEE BE, Мор G, КА ШИ Ж 30 E М. 
G, Жї, G, {Жр m BUR RUR 35 hi RE MA Ga 分 布 ! s 
代表 该 系统 内 有 s 个 服务 人 员 。$9 PEVEE i JU 4 DUT ДЕ 
M/M/s 排队 系统 。 

{二 ) ”对 于 尾 何 排队 问题 需要 研究 四 个 问题 ， 

(1) 在 该 服务 又 统 中 的 顾客 平均 数 工 ， 

(2) 在 排队 等 候 的 顾客 平均 数 Lo; 


k. 152 © 





(3) 顾客 在 系统 中 所 花费 对 间 的 乎 均值 w, 

CA BERIETE НЕВА S pe ii T EPEHA Woo 
FAA H o 

#j— M/M/1 系统 该 系统 的 顾客 到 达 率 为 4, 平均 服 
KH ， RL, Lo. W, Wo 

ERO MMA 系统 的 排队 过 程 是 一 生 灭 过 程 ,可 以 直接 利 
ЮЭ, Нд, д, д. ев. BUSCEGBSSUULHLASE 
稳 分 布 以 后 的 情况 。 


Hw 


上 式 要 求生 <1， 香 则 该 过 程 不 在 在 极限 分 布 。? <v 说 明 
了 平均 服务 时 间 小 于 两 个 先后 到 达 的 顾客 间 的 平均 时 间 ， 在 
这 个 条 件 下 上 述 级 数 收敛， 过 程 才 存 在 极限 分 布 。;<w 时 


pu=1- d | C1) 
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(1) 到达 平稳 后 ， 系 统 中 出 现 1 个 顾客 的 概率 为 by 
故 系统 中 顾客 的 平均 数 为 


L- кше Ë ENGA 





А А 
«T +] 
А 1 А 
"a4 А #7] C3) 


«| 


(2) 当 系 统 中 有 0 K, И ЛВ, (0-1) A 
НЕА ЖЫЕН, БЕВА ЗЕ ЕГУ OE НЕС 


L. = > (n 一 12р, = > пр„- y Pa 
v= um ] "I 
À 4 А 
TUB ÁÀ – (1-р, = "H-À р 





РЫ 
~ ze aL 


сз) RAPER Hob BITE S RIA E BAW 

着 顾客 A 到 达 服 务 点 时 系统 中 已 有 n A, 其 中 一 人 在 被 
服务 ，(n - 1) 人 在 排队 等 候 ， 由 于 服务 时 间 是 服从 负 指数 
分 布 的 随机 变量 , 它 是 无 记忆 的 ;每 个 质 客 的 服务 时 间 是 独立 
间 分 布 的 随机 变量 ， 故 顾客 A 到 达 服 务 丰 后 需要 等 候 平 均 时 
D -才能 苍 到 被 服务 ， 他 本 人 的 平均 驰 务 时 间 为 二。 因此 
MRAR А 到 达 服 务 点 时 已 有 n 个 顾客 在 系统 中 ， 则 A 在 
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1 
RT BINDER T. ТЖ 
W- X EUR А Жава n 个 顾客 


пей 


在 系统 中 }p。 





Wos X ЕҢ ЖА 排队 等 候 的 时 间 / 己 有 个 顾客 在 系 


wip. 
— п 1 二 小 
= 29° л» . uy (6) 
И АЯ M/M/1 排队 系统 在 的 一 中 排队 
等 抱 的 人 数 未 加 任何 限制 ， 但 在 本 例 中 是 有 罕 量 限制 的 ， 详 
际 问 题 往往 如 此 。 如 果 顾 客 到 达 时 发 现 系统 的 容量 已 满 М 
AO ， 该 顾客 就 不 再 排队 而 离开 。 在 这 种 情况 下 排队 过 程 中 
HNel4dRdR BIO. 1, 2, e N 状态 。 其 它 的 假设 与 
И-П, 1.—4. дед, RL, Lo, W, Му, 
解 ” 绯 队 过 程 从 是 一 生 灭 过 程 ， 它 的 状态 传递 速率 图 见 


图 3—9, 
А 4 А 
= ЖР 
n + m 
B 图 3-9 | 


= 195 • 


EA ES Jr fi Ja, HATADAN 
‘tp: = zp 
(А+й)р = Аро + ир 


cra tn n 


(AF HP =4р,.,+Иру,,, CNN 1) 


Ds = Арм, 


于 是 P = -2 p 


= (Yes. А -(2уь, 
ору] 


- (Y 
UU. 
i 


Ps 
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(k=0, 1, 2, e. ND C7) 


TARARE МУМИЕ TEBES Zla 


于 是 可 以 计算 出 工 . L.,. W 
(1) 系统 中 顾客 的 平均 数 





N 1-4. м 
À x 
L= укр = су RO) 
1 15 x. А ү 
"= —— [i+ 2. +3( ) 








i 


aw i G-Y 





(2) НЕК ЕШШ E TI CS 
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——— —— 
anammat. zv. wA Л n rci 





L,- У\(К- 1)р, = у kp. - Y p. 
к=з 


ke] k=! 


= Y kp, — (1— pa) =L, — (1 - D.) (9) 


ket 


Сз) GR BUR XE IR S ri E PRSE RE Бү fip 
在 计算 W HARRE- AHE. Tí — opp Ae d£] 到 
达 服 务 点 时 发 现 系 统 已 被 占 满 ， 就 不 再 等 候 而 立即 离开 ， 这 
部 分 顾客 在 系统 中 花费 的 时 间 为 堆 。 顾 客 届 到 系统 占 满 的 概 
ЗК рм. АТИЯ W 时 找 这 些 顾客 也 计算 在 内 ， 称 这 种 计 
HAEREA W X Wr, 


W''' = = E {БИЕ A 在 系统 中 花费 的 时 间 / 系统 中 Ж k 
个 顾客 ;pe 

- (K+ jp， a0) 

жш, ЖЕНЕ M k= 0 起 相 吉 到 k=N 一 1 为 


IE, AA k= N 时 该 顾客 A КАЖЕ МЛ Ж Т З 
刻 离 去 ， 该 感 客 在 系统 内 的 停留 时 间 为 零 。 


У kpk- Мру + 1 -Pu 
т 


2 L= (N+ ру + 1 
H 


с 


APR LA pa 可 从 (7)、(081) 式 中 得 到 。 
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另 一 种 方法 是 在 计算 W H R $E pt AREG E, 而 
那些 发 现 系 统 已 处 于 六 状态 而 立即 次 去 的 顾客 不 计 在 内 ， 
这 种 计算 方法 所 得 到 的 W SpA WU, 


wos YE QUE A E # £ h ЕЛШЕПШ A 到 达 时 系统 中 有 


k ACE) E 2) 





алу sb PCR RER, ОАЕ 0, 


1, 2, е, N-i 时 系统 处 于 状态 上 的 和 概率，K=D0 1, 2, 
ey N- 1。 于 是 


wes ул К+} Рк _ z w' 


X 1- Pa 1- Pua 





_ L-ON - Dpaicl 


= 2 (13 
Hi- pa? 2 


《三 》 排队 服务 问题 中 的 基本 关系 式 
比较 例 - 一 中 芍 (3) 式 各 (5) 式 、(4) 式 和 (6) 式 ， 可 知 








L= iW (14) 
-À 
а ру (15) 
Los nD ^5? 


RRON, (OO) BEC Fg — E КЕЧ ПЕВА. D АШ 45 393 
的 ， 但 是 如 对 (147、(15) 作 一 是 从 当 的 说 明 ， 则 这 贾 个 关系 
式 对 所 有 的 排队 阿 题 几乎 都 荐 正确 的 。 这 两 个 关系 式 说 曲 
了 ， 在 系统 中 的 顾客 平均 数 等 于 顾客 到 达 率 科 以 顾客 在 系统 
中 花费 的 时 间 平 均值 ， 在 排队 等 候 的 顾客 平均 数 等 于 顾客 到 
x5 3 LA JURE CERE DA, SH ERI IRSE TRE! E fL | 
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ЯЕ Е —1С14). (1505Ж ESEM? fH 
Wo, BJL = WU, 说 明 (14) 式 是 正确 的 。 这 是 因为 





073), 


L-ON +1) 


БУИ 














[r+ i7 айр = ( 
тообу оо ур 





олм 
WAW, МЕЗАД АГАЕ Н Ж Ж 式 
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(EPSP 

计算 мён, WRF RRA ARARE. Wo AA 了 
B: >, HEEA Ж BEI UR TE XR BEP BU BJ AEE 53 — Ji td 
B de PUIS SR E dud PU ҖЕ pa DAREA ER SET r. Li K 
Ж (~ pn} 进 入 系统 。 根 据 本 童 85 E Н Dem en 
道 进入 系统 的 顾客 数 也 服 共 泊 松 分 布 ， 它 的 烈 达 罕 为 A~ 
ps). (130 


Аз 1.—(М +!1)рч+1 _ L 
H{1 ~ ры) Ati— pa) 


ЕП = А pow: 

ЖМА. = AOT рм), A. НЕА ЗНО SUXR SES, DUI 
L-4,W' 

[8] Lo = AWR? 
L. = A, WE 





B ib 8 AES 
L-1,W (185 
C Lo = 4,W. ‹ї7) 
作为 排队 服务 问题 的 基本 关系 式 。 式 中 А, 代表 ( 作 适 当 说 
ИҢ тз) ESSE. 
зай CO. (17) 552 PUR HAEREERE 
特 作 她 下 分 析 : Е НЕА. РАДКУ. WARRE 
时 间 癌 师 工 。 现 从 丙 个 方面 计算 在 工时 间 内 所 有 了 痕 客 在 系 
BU БЕДЕ ЙН ЗЕ ДЫЙ], (1) 由 于 系统 已 进入 平稳 状态 ， 
在 任何 时 诗 系 继 内 的 阐 均 顾客 数 为 工 ， 故 在 上 时 间 内 所 有 
顾客 在 系统 内 花费 的 平均 总 时 间 为 工 Ii 42) 每 一 顾客 在 系 
ЫЛЕ ЖЕЕ МУ, d T BASSE BITE 
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均 数 为 4. 工 ， 如 果 和 忽略 在 TT 时刻 在 系统 内 的 顾客 需要 花 A 
在 系统 内 的 时 间 ， 则 A,TW ELT, s L-ASW (PETHE 
六 ， 所 短路 之 数 与 工 相 比 是 微不足道 的 》 。 

Ган m] Ut 8H Lj = 4, Wo а | 

BPUURE Я Oy ЖАКТ yk, WE RUD ЖЖ X: ЖЕК 
(16), CHO VERE НЕВА HE g I8] EUR c ЖЕЛКЕ L, W, Lo Wos 

例 三 ” 设 有 一 排队 服务 系 绽 ， 其 公有 一 个 服务 人 员 。 假 
定 顾客 按 批 色 达 服务 点 ,每 批 的 顾客 数 为 及 (K 下 常数 ) ， 
在 [0，7T) 内 到 达 的 批 数 是 服从 泊 松 分 布 的 随机 变 景 ， 单 位 时 
间 内 到 达 的 平均 指数 为 14， 多 假定 服务 人 上 员 每 次 对 w Eñ 
服务 ， 其 服务 时 间 是 负 指 数 分 布 的 随机 变量 ， 其 平均 服务 时 


交 为 二 。 求 该 服务 系统 的 上 上 ，Lo、 了 内、W。 NAHE BC. 
WE 图 3-10 给 出 了 该 排队 服务 系统 的 状态 传递 率 图 。 





f 3-10 


ЧА ДЕ ЕЕ Ар CR da. ТЕНЕ ЮЖ 


对 于 状态 0 Ар, = HP, 
对 状态 1 (A+ ур. = нъ, 
对 状态 2 (A+ дур, = нр» 
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КД k~i (A+ D рк = арк 


对 状态 k {А+ к) рк = Ар + дрк. 
对 状态 п, nk (AT вур. = 4р. t EPos, 
闻 时 已 知 Ур. =1 


ШАД Е S р„ = 1 HD рь, Pe Dr cs RAR 


L, W, Lo, Wo 四 个 参数 。 应 注意 该 排队 过 程 是 无 限 TER 
的 排队 过 程 ， 与 例 一 相同 ， 有 一 个 收 伍 仁 问题 ， 也 就 是 说 ， 
该 系统 是 天 存在 平稳 分 布 ， 如 存在 ， 则 可 解 出 Pt，P:，…: 
P-，…。 其 实 , 在 该 过 程 存在 平稳 状态 的 前 担 下 , AAAG). 
GOD BNARARGRIN, MRL., W, Lo. Wa, 

W = 顾客 在 系统 中 花费 的 时 间 平 均值 
= D ER A 在 系统 中 化 费 的 时 间 /A 到 达 时 又 纱 处 


于 状态 пур. „Ж “ШЖ A 到 达 时 系统 处 于 状态 n 的 条 
PR. Bic A 在 系统 中 化 费 的 时 间 的 条 和 件 平均 植 ” ， 即 
上 式 中 的 EE{ Je UTERA A DAMES] CH ЛШ 
E, BOB ACEP ТАЕ ТЕА ЖШШЕ. deno 
# K 人 ， 英 中 第 一 人 的 平均 服务 时 间 为 二， 而 最 后 一 人 R 
ч 后 才 被 服务 ， 其 平均 服务 时 间 这 为 二 ， 因 此 本 d 
menasa i(i- HE, втш 

E Glide А 在 系统 中 化 费 的 时 向 / A 到 达 时 系统 处 于 状态 п} 


= (n+ + Куг 
2 в 
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Жер 


п = 0 


„(Дө GL 
K 








=l, , ilt 
K к 2 
其 中 L- Xin». 
利用 基本 关系 式 工 = 1,“ 
则 wala, w 2 1+É 
й H 2 


Sb FR —1 БИШЕЙ А, . RISE 单位 时 间 内 到 
сур л, АРВ К А. 故 单 位 时 ГА 到 达 
的 顾客 平均 数 为 人 区， 即 4, АК, 





于 是 W =l KW + 1 1+8. 
E н 2 
K+1 
| __ К+ 18) 
解 得 sn АК) 
ДКК +1) 
L = 1KW = —— 
m 1 GT MG (9) 
WoW- (一 个 顾客 的 平均 服务 时 间 ) 
= W 一 1 = Kri 一 L 
! zu P (0 
Los 1, Wa АКК +1) _ АК (21 





2g 117 Rn 
(ш) 包 个 服务 员 排 队 服 务 问题 ， M /M /s 排队 的 研究 
* * 





在 这 类 排队 问题 中 假定 ，( 1 ) 顾 客 到 达 过 程 是 泊 极 过 
程 ， 匡 客 到 达 率 为 1，(2 ) 有 有 s 个 服务 人 员 ， (3) 每 个 服务 
人 员 对 顾客 的 服务 时 间 均 为 负 指 数 分 布 的 随 估 变量， 其 平均 
WRIST, CA ) 当 个 服务 人 员 均 在 服务 时 ， 得 到 达 的 
顾客 参加 排队 ， 旦 接 先 到 先 服 务 的 原则 进行 服务 ， 如 果 顾 客 
到 达 时 系统 中 正在 工作 的 服务 人 员 不 足 s 人 ， 则 该 顾客 立刻 
接受 服务 ;《 5 ) 顾 客 的 到 达 过 程 和 各 个 服务 人 员 对 顾客 的 服 
务 时 间 均 是 统计 独立 的 。 这 类 排队 过 但 仍 是 一 个 生 灭 过 程 。 
为 了 便于 讨论 ， 仅 研究 进入 平稳 状态 后 各 状态 的 概率 分 布 以 
KL 和 W, 

bim EAER МУМ /s 排队 的 研究 

W 它 是 -一 生 灭 过 程 ， 其 状态 空间 为 00, 1, 2, +з) 


A. =A (22) 
ng (1«nss) 
й. - í | (237 
su (n5) 


Р: = (2), 


д2 
P: pp P! IIT pat Ра 
1 À Y" 
= -一 | 一 一 k= 


_ À _ 1 (02у 
Р. +: = эи P: Т s EN Бо 
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a num. p r u БШСЕ СЫ 


(QT 
iER LEG) 
ЖП (ы) ке 
{++ 2105) + + тегу sig) 
Masc) 1601 


k 


ED зу” 











enn) ; 24) 
所 以 Po = (25) 
xu). + 一 一 一 一 E 3y 


QD Sup ie does (27) ente жж fe 


保证 该 排队 过 程 能 有 平稳 状 S, кюй аа 才能 获 
得 各 状态 前 极限 概率 。 


р. = эс) Спа) (26) | 





= d. (Ay. (n»s) (27) 
D." 本 ves ( Ç ) p. 


系统 中 顾客 的 平均 数 工 = 2 np, 


ВЕ і. = p| EHA + iE a( 4y] 





+. -一 | Q8) 


MENTA! 
у "асн 1) 


将 (29? 式 代入 (28) 式 得 





(29) 


L = À + Po 一 A x 
“ (s- Di (s- 2) 


L. = НЕВА | 
ES Y (n-s)p,- à, пр. == à. P. 





(30) 
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-sp 
pl) ) 6 y 

ы) del 
nce Gy 

+ 

"els EG] 
CD 


， “ B e-vi(- 4) 


关于 顾客 排队 等 使 所 化 费时 间 的 平均 值 计算 需要 考虑 ， 
《1 ) 只 有 当 系统 中 的 顾客 数 超过 s 时 才 会 出 现 排队 。 若 系统 
内 有 s 个 顾客 《出 现 这 种 情况 的 概率 为 P,) ， 此 时 再 进入 
一 个 顾客 ， 则 该 顾客 需要 排队 ， 当 s 个 被 服务 的 顾客 中 有 一 
人 结束 服务 时 ， 他 才能 接受 服务 ， 故 他 的 平均 等 g 时 FL 为 
- ，《 2 ) 如 系统 内 顾客 为 (орз), НО v 的 概 


宁 是 中 。， 若 此 时 上 青 进 入 一 个 顾客 ， 则 该 顾客 的 平均 等 候 时 
„+ 208 =. 








(31) 





_ 1 Р 
fg (n StD TÉ 
W= nt D-E р, 


- - 1. 
[E e-9r+ Deli 





таре een Ay 
(+ he e) 
{ А ү: 
= 4 Po | G ) i 
E | (8— 1)! (s- ux) 





" {5 — с 1) 


TR ТЕ Ж БЕ rh (og e BJ 89 33 48: 


a *— 1 
w [jp EA p. 


= 57 TA Pa t Ep 


(32) 
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= Pi. = + — (33) 
c-r ” 
比较 (307、(33) 式 及 比较 (31)、(32) 式 得 
L=AW GA) 
Los AW , | (35) 
它 完全 符合 基本 关系 式 (16)、(17)。 
例 五 ”具有 有 有 限 容 景 的 则 /MA 系统 НЕЗА Ы 
KE， 如 顾客 到 达 时 系统 中 已 有 上 个 顾客 ， 则 该 吴 客 即 离 去 ， 
不 参加 排队 。 kzzs 。 仅 计算 在 系统 进入 平稳 状态 后 的 平 催 
4. 
和 解 ” 它 是 一 生 严 过 程 ， 其 参数 为 


n - í (ox n«k) 
t 0 tn=k) 
0 (n = 97у 
Ba = ( ng (0< ns) 
sg (s< пак} 
Á 
„жол 0< 08) 
р пул? Р» < 
р, = бар (sneak) 
n 81s^^*yg" 


于 是 可 得 Po Pis cU. Pa. беу Peg 
. 2105 


iui ЖАЗИ ТЕЛЕ s. ШЕ [н] ДИ, Ж-Н AN M OE BR i 
E CH 89 (三 ? 例 五 ) 。 1 

(hy ”机 器 维修 问题 

® M 台 自 动机 ， 在 运行 过 程 中 的 任何 时 刻 ， 都 可 能 
发 生 故 障 硬 需要 维修 ， 机 器 从 升 始 运 行 起 到 达 需 要 准 修 间 的 
ЇЧ а АЗН АО ВЕРЬ ЛЕН» а ВАЕ {ЕН A 
t 处 于 人 运转 状态 ， 而 在 (t, t+At) 内 需要 维修 的 概率 为 
AAt- OCA. EZ, ERTA) t 机 器 正在 维修 ， 而 在 <t, 
t+ 友和 内 机 器 恢复 为 运转 状态 的 概率 为 xAt о (Aty. BE 
为 了 管理 名 ева ВТ, ЖАН В 
器 发 生 故 障 尉 该 机 器 可 立刻 接受 维修 ， 当 维修 工 正在 维修 茶 
一 机 器 而 另 有 一 机 器 发 生 旅 障 时 ， 新 发 生 故 障 的 机 髓 排队 等 
候 。 若 不 适 转 的 机 器 有 台 ， 则 其 中 一 台 正 在 被 维修 , n— 1 
台 参 与 排队 。 称 该 系统 处 于 状态 n， 若 记 有 机器 处 于 运转 状 
态 ， 则 称 该 系统 姓 于 状态。 因此 过 程 育 导 + 1 个 状 $90, 
1]，2，…， 册 。 因 此 维修 问题 也 是 一 仿生 灭 过 程 ， 其 中 

ñ m (9781 (nz; M) 
" lo (nz M) 
Ва = 8 

图 3-11 给 出 了 它 的 状态 传递 率 图 。 


50 - OW 


图 3-11 
TETAN: 
*211* 


Mip, = др, 
LOM ~ DA + u]p, = MAp, + 4p, 


[CM n+ 4 ]p, 
-(M-n-*t1)Dp.. ,-*up.,, 


KDpa7 4ры_, 
MA 


pu 


9 


, MM- DA 
, ри 


[IT 


_ MOL- DON ~ nj?! 
Po.: = 7 m i А "Pe 





M12" 


M Pa 





Рм = ~ 


м 
_ А 
1= p,.= p rex (4) 
Y b. p| Р 











nat 
+ MOM - (2) ке + М (4 3] 
Ps = HT : 7 
Lock 
06) 
“ Мр үгү 
> ar ir (; ) 
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‚от neee —— n 


(n-20, 1, 2, .-, M) 
计算 系统 中 不 工作 的 自动 机 的 平均 数 工 ， 


L= Y np. 


nef 





从 平衡 方程 式 知 
(M ~ п)Арь—нрь„у, 
=(М-п+])р„. -vp, 
=" = AD 7 &рм = 0 
M ч 
tx а M- n+ Dp,., = 上 Hi p, 


M= t Пај 


м 
MAC- ры) -AP Cn-typao i SHC- Po) 


aml 


M-1 


Mi-i YO n' p. /-iMp,-4(1-po 
M3 - AL Sua- P.) 
L-M--Lü-p9 
等 荐 维修 的 宙 器 的 平均 值 为 Lo 


x 
L. = $ (n- Dp, 


С" 





м мі 
= np, - Ўр, =1-(1-ра) 
nei 1-1 
或 L,-M- TE (р-ро 


HA 设 4u=0l М=6, HAFAN ASIE 
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Жо ШИИБИ pU FA. 


ЖАКАН Вл НЕЕ АУН ВЕСА — 1) ра 
Ü Ü (.4845149 
Ü 0. 2907089 
2 1 0.1453545 
3 2 0.05814179 
4 3 0.01744254 
5 4 0. 003488507 
6 5 0. 0003488507 


ES es TSS H FO ЖЕУ) ро =0.4845149 
8450043808 PSI = Lo = M- АА = Po) 
= 0.2296639 

КИТЕ F ӨИК НИЛ М, WETTRE А. 车 
M AHB r 个 维修 工 来 管理 <M), HAAK А р Зе 
MERRE? 假定 其 它 的 假设 均 不 变 。 芳 仍 以 不 运转 的 杭 
R3 mo 代表 系统 所 外 的 状态 ，Z ст 说 明 有 kr- a) 个 维修 
TERA., 4 n 台 机 器 在 维修 пег 工 个 维修 工区 在 
维修 机 器 ， 有 -o 台 机 器 在 等 待 维修。 图 3-12 x T 
M 台 机 器 、T 个 维修 工时 的 状态 传递 速率 图 。 


УА r+1)À 
MÀ (Mpa (M -r+2yA SORS! 


{б-н ТЕР rE 
E] 3-12 


该 系统 的 参数 为 
* 2145 


A= MA но = 0 

д. = (M-A д. = пи (лгу 

д = (М ni д. = га (т=сп=с М) 
于 是 它 的 平衡 方程 式 为 


Мдр, = zp. 
{М -п)др, + пир, = М - п + 1)4р,., 
+ (т + ]1)др„,, (1=n<r)> 


(M - пудр, + rap, 
-(M-n-14Ap,., 十 了 Html (т=п М) 











APu- =ГїИрм 
М 
因此 pp 
(M - n)ip, = n + D4p,,, (1< mr) 
(M - пудр, =гир,„, (rszn« M) 
р - M-ma . O(OM-m((OM-nelr-M 
ng (n + lz n (nc jimn--1 
A till - 
(+) Ps (1xne«r) 
p . (М - пуд QUUM - nM nr eM 
"t tH Pa r^*'otr(r - 11 
À nal 
Су) о» (enin 


再 根据 了 p. = 1， 就 可 算出 Pepe s Pus 


例 七 #4 = 0.1， М=20, r=3, S p. #949, 


6215 ° 


并 计 


М = 


解 2 =0.1, M-20, r=3 RAEE RHA 
Sk, BFE: 


n 被 维修 的 机 器 数 ” 待 维 惨 的 机 器 数 ” 闲 着 的 维 恬 工 ра 

0 0 0 3 0.13625 
1 1 ü 2 0. 27230 
2 2 0 1 0.25883 
3 3 0 0 0.15533 
4 3 1 0 0. 08802 
5 3 2 D 0.04694 
6 3 8 0 0.02347 
7 3 á 0 0.01095 
8 3 5 n 0.00475 
9 3 6 0 0. 00190 
10 3 7 0 0.00070 
11 3 8 0 0.00023 
12 3 9 0 0.00007 


比较 例 六 和 合 七 。 二 个 例子 中 sol, 例 七 中 机 器 数 
20， 修 理工 r= 3 ， 平 均 每 个 修理 工 管理 的 机 器 数 - 习 


25.28.60, 而 例 六 中 一 个 修理 工 管理 6 合 机 器 。 这 说 明 


例 七 中 每 个 工人 平均 管理 的 机 占 数 比例 方 的 情况 撮 商 了 一 


些 。 


下 面 比 较 例 六 和 全 七 的 效益 。 没 


L。_” 待 修 机 器 的 平均 数 
М 机 器 总 数 





用 -9- 米 定义 机 器 的 损失 系数 。 设 


am... Ham as eee -一 





ee a mh ana НА 


o _ ЖАНа РЙ 
r 修理 工人 数 





胃 -来 定义 修理 工 的 损失 系数 。 在 例 七 中 


м 
Lo= Уу, (п-г)р„=1р,+2р» 
пег +: 


+3ра+ + + 17р. = 0.33855 


Lo La 
M ^ 0,016934 





D -3pot2p,- 1р. = 1, 21283 


p 
xU 0, 410421 


在 例 六 中 Lo = 0.3296639 Le =0.0549 


0 = 0,4845149 —L— 20.4845 


现 拒 两 种 情况 所 得 的 结果 列 于 下 家， 以 比较 其 效益 。 








例 六 m£ 
HERO) 6 20 
fEEELT ACE) 1 5 
vost des ттин (T) 6 6.67 
Bs rini 8k ( — ) 0.4845 0.4042 
机 器 的 招 拓 系数 { ) 0.0549 0.0169 


上 表 说 训 ， 例 七 的 办 法 (用 三 个 修理 工 管理 20 台 机 器 )} 


+ 
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要 比例 六 的 办 法 (用 一 个 修理 工 管理 6 台 机 器 ) 更 有 效 一 些 。 


811 服务 时 间 为 工分 布 的 排队 系统 


$10 中 讨论 的 排队 问题 都 假定 了 吏 务 时 间 服 从 负 指 数 分 
布 规 第 ， 实 际 上 还 有 其 他 的 分 布 规律 ， 这 就 使 得 分 析 更 为 复 
як. ЖЧ ЦӘ. CIOMUEXE Co, O Aip АЕ) 
达 服 务 点 ; ( 2 ) 一 个 服务 员 ; (3 ) 服 务 时 间 为 工分 布 的 随机 
变量 ， 其 参数 为 (长 ，n) ， 即 服务 时 间 的 概率 密度 为 


nt 《Et 
tity = к: t> 
(t) «ue (k- Dl o0) 


其 中 К, дж. AX LAMB. PETEBCR TEE 
统 中 花费 的 时 间 平 均值 以 及 系统 中 顾客 的 平均 数 。 

虽然 服务 时 间 已 不 是 负 指 数 分 布 的 随机 变量 ， 但 在 这 三 ` 
个 假设 下 ， 仍 可 利用 S10 的 结论 来 处 理 这 类 问题 。 因 为 以 
К. в) 为 参数 的 工分 布 的 随机 变量 可 以 看 作 К 个 独立、 
同 负 指 数 分 布 的 随机 变量 之 和 ， 故 可 把 本 问题 看 作 “ 治 客 成 
HAA, SHKA; [0， 人 名 内 到 达 的 指数 按 泊 松 分 布 规 
В. Кейл, 一 个 服务 员 ， 服 务 时 间 为 灸 指数 分 布 的 随 


机 变量 ， 平均 服务 时 间 为 二 -” 的 这 样 一 个 排队 跟 务 向 题 。 
于 是 可 以 利用 810 中 例 三 的 结果 ， 根 据 (18) 式 ， 得 ， 


K+1 


1 1 
= —— K— ¿(K E 
w zm z“ *nH 





- K+1 + E-1. 
2€ - AK) 2# 


. 24K - AKCK - 1) 
Zalu- АК.) 


аму АЕК - KK- DJ 

2u(g ~ Ak) 
其 原因 是 ,本 问题 中 的 从 相当 于 $10 例 三 中 的 一 组 人 员 (K 人 ) 
在 系统 中 全 部 结束 服务 所 需 的 平均 时 间 ， 它 等 于 810 例 三 中 
(18) 式 给 出 的 平均 时 间 -二 让 t e ( E — En), 
ЖЕЙН +F3 6932 K X. rh fU rb IR] А ARR 09 P 3835 
间 ， 从 中 间 一 人 镜 最 后 第 以 人 结束 服务 还 需要 增加 时 间 


_ K+I 11 
(к 2 E 

TERRE, ЖШН ЖК >K, SEXES 
有 极限 分 布 。 





$12 更 新 过 程 * 


82 说 明了 泊 松 过 程 是 一 种 计数 过 程 ，$3 说 明了 这 类 过 
程 中 两 个 连续 出 现 事件 间 的 时 间 间 隔 基 独立 同 负 指 数 分 布 的 
随机 变量 。 木 节 将 进 -~- 步 推广 之 。 如 有 一 个 计数 过 程 ， 它 的 
相 亏 两 个 连续 出 现 事 件 间 的 时 间 间 隔 是 一 个 独立 同 分 布 的 随 
机 变量 ， 其 概率 密度 为 ftt)， 分 布 函数 为 下 (ty， 则 称 这 类 
过 程 为 更 新 过 程 。 

设 {N(t),t>0} 是 一 个 计数 过 程 ，x, 表示 第 9~1 次 事 
件 和 第 n 次 事件 间 的 时 间 间 陋 (n 宕 1)。 

定义 ” 设 {z，x:，… 为 一 非 负 ， 独 立 、 同 分 布 随机 变 
量 序列 ， 则 称 该 计数 过 程 UNCO X, t20) 为 更 新 过 程 。 

* 219 * 





bitu, Rm ОВЕ REPREN, Jig Gr E 
此 统计 独立 、 同 分 布 的 随 枯 变量 。 著 每 次 使 用 -一 个 条 泡 ， 当 
该 条 泡 损 坏 后 立刻 换 上 一 个 新 的 ， 则 在 有 时 间 t Ру АУ kr Tu 
数 是 一 更 新 过 程 М0), t20). HERNO 表示 在 + 时 间 内 


损坏 的 灯泡 数 。 
{一 ) ”能 至 在 有 了 上限 的 时 了 疝 内 出现 无 穷 次 更 新 
i S.- Y, х, (nz) (13 
5,= 0 代表 过 程 的 起 始点 
则 5S;= x. 代表 过 程 中 第 一 次 更 新 时 刻 


Sax +n 代表 过 程 中 第 二 次 更 新 时 刻 


S,= УЛ к, 表示 过 程 中 第 an 次 更 新 时 刻 





5, S, S. Sa ; 
F. ——.— 
3-13 


B xoxo] dio ЕС), ҖЕ š SB HE 38 
KO, MENEER 5, 的 概率 密度 为 £CO 的 n 次 卷 积 。 设 
к= Etx,) (n-z1,2,--) 
由 于 x, 为 非 负 随机 变量 ， 也 不 恒 为 0， 则 a0, 
F(0*5-2 Píx,-0) <1 
(S. 463 n 次 更 新 所 化 费 的 时 尚 ， 则 


* 220 * 


Nit) =тах{п; S,«ti (2) 
如 果 在 L0, tq fci D n 次 更 新 ， 它 说 明 S «ct, W t= 
S,,:。 根 据 强大 数 定律 ， 当 9 一 oo 时 ， Sa, Н EK 
BOR IX Ts. 由 于 A>0， 故 只 有 当 n-ee 时 ，se 才 有 可 
能 Ж 于 оо, B, 95, оо, BRER 33297. XAR 
明 在 有 限 的 时 间 内 只 能 出 现 有 限 次 更 新 。 即 当 + 为 有限 
值 时 
Nit) = maxí(n, S,-«—t?«oo 
fj Моо) = limN(t) = co, 且 是 依 概率 1 趋 于 无 限 。 这 是 因为 
P(N(o0) < oo) = 了 (至 少 共 中 有 某 一 个 na，x。 = oo] 


-ee 


= X Вх. = eoy = 0 
(=> HANG) 的 概率 分 布 , MHAE FOA) 或 f(t) 
时 计算 NG) BB 
研究 这 个 问题 的 出 发 点 是 利用 等 价 事件 的 概念 。 
(N(t)>n)*;4S, <t) C3) 
МО) ау Мі) е пр (МО) (0+1 4) 
P(NCO = а) = PUONCO zn) - PONCO zz + D; 
2P(S,«t; - P(S,,, <t} 


设 S, Jy fi dC PICO, A Sas У xi, ШЕ, Q) 


可 由 f(t) 的 n 次 卷 积 求 得 。 于 是 | 
PIND = п) = E, - F, (t) C5) 
因此 从 原型 上 说 ，( 5 ) 式 已 给 出 了 МО) = по. 
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me naran жс DN ONERE repr AE pp an E sai л: - n луы es а mesma ca 


#— Их. х.х, Ду, Aem. ЗЕ (Ë 
ШИШ, H P(x.=iy=p(1- pi, i>, 求 PIN(t) 
Я 

E ШЕШӘ. HAER x. 服从 几何 分 布 Ш х. ЦИ! 
ВЕЖ 24 T fE Т О ТЕ 1 次 试验 时 首次 获得 成 功 
КЖ Ж, ВАРИ Е АУН po WIES, Hk Dum cR 
相当 于 在 贝 努 利 试验 中 在 第 上 次 试验 时 恰 得 到 第 D 次 成 功 
的 概率 ， 即 

k-1 "n 
PS ky > (Gs (1- p)'** (kem) 
0 (k«n) 
根据 (<) PONO n) = Е.) - FL, (t) 
&P(S,«t) - P(S,,, ct) 


-Y (- ea — рук-" 
[t3 


- X (C esa et 


кафт 


式 中 [t] # ж К TtüJ BA E Ж. 
(=) EJHA (МОБ), 220) 的 数学 期 望 


m(t)- E(N(t)) = Y! nPIN(t) =n) 


= у, > P IN(t)= n) 


к=] kejl 


= у, У p(N(t)=n) 


_ k= 1 iet 


= > PIN) ek} = Y P(N(O RD) 


k-1 = 4 
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= у] P(S,<t = E Fct) ‹6) 
m(t 称 为 更 新 过 程 的 数学 期 望 ， 或 更 新 过 程 的 均值 ， 或 更 


新 函 教 。 
(6) 式 两 边 对 时 间 取 导数 得 
10) 2-m 3. - X E," (t> = x c CT) 
4%) 称 为 更 新 强度 。 


C7 ) 式 两 边 取 拉 红 变换 得 
[e а= A(s) = f. 5 е" тағ 


= у? [ое dt 


па 1 


因 1。(t) S, 的 概率 密度 ， 而 S。= 和 xst ta tA f) 


бо RER. B 
人 be at= oc 


则 [е етае = Сз 
于 是 。 AG)- 000977 = ру (8) 


ALS} 
$6G = TES 


《8)、(9 ) 两 式 给 出 了 时 间 间 隔 概 率 密度 与 更 新 强度 之 间 的 


关系 。 由 (8 ) 式 
ф(5) = d) — (500 (5) 


(9) 
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TOt OU CIN Hs cc cT AUT P FREE ra BBC AA. AMPLUM т\л тыз салышы ARCA RAD - M nman Sas s 


利用 拉 红 反 变 换 得 
= - faa- widu (10) 


ADART 34 E 4E CO) 后 ,更 新 过 程 的 间隔 概率 密度 
KO 是 积分 方 各 (10) 式 的 解 。 这 个 积分 方程 称 为 更 新 方程 。 
例 二 ” 某 更 新 过 程 的 更 新 强度 АС) 为 





1 (20,420) 
t) = 
i0 Ú (%<10) 
求 该 更 新 过 程 МСЕ), 220) РУНА Ар x, 的 概率 密度 。 
ГА AG = aent at=- 
EN 
1 
$9) = = А 
144 5+4 
5 
ie (%>0) 
у=]! = 
(t) {ф(в)) Ü (c0 


即 更 新 强度 LOO 为 常数 的 更 新 过 程 为 泊 容 过 程 ， 时 间 间 S 
服从 负 指 数 分 布 规律 。 
N(t) 


QU) #8 im 一定 一 的 研究 


在 本 节 ( 一 ?中 已 说 表 在 有 限 长 时 间 内 更 新 的 次 数 是 有 限 
的 ， 而 当 to 时 N (t) 依 概 率 1 趋 于 无 穷 ， 目 前 的 问题 是 
可 研究 N (OO 以 多 大 的 速度 趋 于 无 穷 ， 即 求 








йл Ж, S, 表示 第 三 次 更 新 出 现 的 时 刻 , W N (t = 3 
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EIRE ЕВИ Н 0 Т, Ti Suo. 表示 最 后 一 次 
更 新 好 第 三 次 更 新 出 现在 t+ 8E. DES. W Hi XE t AL 
现 N 次 更 新 ， 而 最 后 一 次 更 新 即 第 N 次 更 新 出 现在 t BU. 
HA. Suona AH Et AHRNE, MNO) + 次 更 
新 出 现在 t MAR t Z), Suon ЗЛ HS N (t) + 1 KEH 
iB ЖЕЛИ Ж АР 3-14, 


Ü S S4 5, S uon Suc 
X— NM MR T 
1 
1 2 3 MN GQ) Мр + 
图 3-14 


于 是 可 得 Su tue U*1 
Suc t Suore. 








- NG) S KO S NOO 

S Y 
而 Ма) "ыу ОК N (t) 个 独立 同 分 布 的 随机 
de EL S ES fS. 





前 而 的 讨论 中 已 知 当 tco В МСО ноо, а 
wia. 


Suus Зможа ) N(t)+1 Ë 


мМ) “ÀN N(G(D+1/N М J 
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ee ү. ү ү шок кшш 





间 上 述 理由 ， 当 tco дос еее к, 


N(t)+1 у. NOD 1 
W bm Ne = Ню NG 1 


> 
Saco: 


Sod tee NO Na се, 





Sun Suas 


ET д, 因此 当 to 时 





或 lim 


因此 称 一- 为 更 新 过 程 的 速率 。 


例 三 ” 某 君 的 收音 机 使 用 一 节 电 字 殿 电 。 当 电池 失效 时 
他 立刻 换 一 他 同 一 型 导 的 新 电池 。 如 果 电 池 的 寿 价 为 均匀 分 
布 在 《30 小 时 ，60 小 时 ) 内 的 随机 变量 ， 问 在 长 时 间 工 作 情 
бї F AUCH SEA Ha RB BS E ЖЕ ч fal ç 

E RNO KONE t B) B] AL Hd E Sr 的 
电池 数 ) „ KNALLERT, Bibi EER 





. М 
HOC uma T Casp) 
pim ЖЕН, ДЖЕ ҢЕЛ ИТ НЫШ. xš UT 
Hir, {зу ЖЕТТ Г.Е ШИ] 3950) нан, АЯК 
得 一 新 电池 记 需 的 时 间 记 是 一 均匀 分 布 的 随机 变量 ， 均 色 分 
AT СОЛ, LED 之 间 。 求 在 长 时 间 工 作 情 况 下 ， 某 君 
更 换 电池 的 速率 。 
ME ”在 两 次 租 邻 更 换 间 所 需 的 平均 时 间 为 
g=Eíx,y+Etu,; 
其 中 Etx;}= 电池 的 平均 寿命 = 45 ОН) 
E(u,5 = 采购 电池 所 需 时 间 的 平均 信 


ы | +a = + 《小 时 》 





- 1 _ 31 
W u= 45+ = Z 《小 时 )》 


нө]. f DU F hho E ШИК PE К А 
N(t) i 2 
t 


1 
-—wops ) 

йж VCHIEBEBCESDA—THERSRISERTS ТЕГО, D 
КНЕ TEBUE HR M A erp HIERA LARIN 
如 时 服务 员 空 着 ， 他 就 进入 银行 接受 服务 ， 如 果 到 达 时 服务 
员 正 在 工作 ， 他 就 离开 。 假 定 对 顾客 的 服务 时 间 是 最 从 某 一 
分 布 的 随 宙 变 量 。 求 | 

( 1) 顾客 进 入 银行 的 速率 

{ 2) 进入 银行 的 顾 容 鼎 潜在 顾客 的 比率 。 

解 ” 由 于 到 达 稻 行 的 洲 在 顾客 服从 泊 松 分 布 ， 册 两 个 四 
邻 的 潜在 顾客 则 的 时 间 蚌 服从 负 指 数 分 布 的 随机 弯 重 。 而 负 
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lim 


Tl 





指数 分 布 是 -- 无 记忆 的 分 布 。 因 此 两 个 相 邻 的 进入 记 行 出 咎 
ERR FARA A | 


1 
a#=#a+— 


ЖЕ G ЖАНИ EIS ЛЕР ЖИЕ, na 表示 服务 时 间 的 平均 
值 。 色 此 的 长 时 间 工 作 情 癌 下 ， 进 入 银行 的 顾客 速率 为 
1 А 


ЕЕ 1 + åta 
РИШ ТЕШ ЖЕ р A, 刚 进入 银行 的 顾客 十 潜 在 Eli 
客 的 比率 为 





f À ' 
| I AK 1 
l A Тж Ана 


1. HEB ТАВ ОСЕ), t20, XSPNAZSt 
E s<t, WEH 


PINS) = E/N(t}=n} = (, X3 -y 


其 中 k=0, 1, 2, ==, n 
2, ЕКЕН ЗЗА D, Ж ЕЗЕШ ж y a. X 
已 知 在 第 一 小 财 内 有 两 个 顾客 抵达 银行 ， 问 ， 
CO 此 两 休 顾 客 均 在 最 初 的 20 分 钟 内 抵达 银行 的 概 
H inj? 
(2) 至 少 有 -- 个 顾客 在 最 初 的 20 分 钟 内 抵达 银行 的 
рш 
* 228 。 





3. BEIN) РОНА ШЕ, НОА, W 
Осо СЗУ ЕРЛЕРИ N(t) КОК. EA 
C1) Punessa (S) = Hus uua) 


(2) — = lim LESA = un ts) 





à ta 


_ ‚_ fa] (s) 1 
= Puc (slim At 


(3) 3 j 1m 
im Caos D ul 
lim + zÀ4(s—1) 
或 K t (S) 


(EREBP Eh За ИЙ БАЛ ЖАННИ ELE 
4. 利用 习题 3 得 到 的 情 微 分 方程 式 求 ， 
(1) WEHEN), tZ OBI BEHSHEU oO PT 3E F. 





E | 
(2) P(NCD =k}, ks0, 1, 2, CHRR 
5. BARKEN), t0), TUIS (B 
数 mR HÆRRA mit) -t* 26,6220, ЖЕ = 4, t=5 
шша п ВИК Ж, 

6, ЕТТУ dE А ВЕБ Rt, д зо ERR 
机 变量 的 母 函 数 为 

Ф;„(®,,7,) = у; > z,z,"P(f-k,n-n) 


k=) nz? 


k,n 均 为 非 负 整 数 。 
(1) K oO, H Dian T XE 3 
(2) 若 寺 39 荐 披 珊 统计 独立 的 随机 变量 ， 试 证 明 
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一 





Ф, CI .2,) = Da Cz) (У 
(3) 设 有 随机 变价 Ww =E +n, ЖШШЕ ЩТ AA, 
Ra (zo лу т Za | 
(4› зра А En HERAA 
Qu (21,23) = expí —а,—а,-Б+а,уж + a,z, + bz,Z,y+ 
其 中 a, a, b>0， 问 上 的 分 布 是 否 符合 狂 松 分 布 ? n 的 分 
布 是 香 符 合 油 松 分 布 ? En 是否 统 计 独 立 ? ЖО =& + Íj w 
是 否 符 合 泊 松 分 布 ? 
т, WOOD, tSo AN OO E20) EME BE IER P 
i El, НЕЖНА А Ж 
М) = N,(t)— Nait) 
ЕМС), t> НАЛИ? 


8. 设 有 复合 泊 松 过 程 [Xt) = $^ Y. t»0 


Hop Y. n21,:2, 8, … 是 彼此 统计 独立 、 同 分 布 的 随 机 
变量 ，{N(t}，t 宇 0} 是 一 沂 梭 过 程 ，Y,。 和 Nit) 也 是 统计 
独立 的 。 求 复合 泊 松 过 程 {区 (t)，t 主 0 的 特征 函数 。 

ШЖ Y.,,n =1，2，3，… 的 概率 分 布 为 


PY, =l = 一色 





À í + À: 
å 
P:Y, = —1} =+ 
THRAREPERINCO, 22008 A= utis ЩЫ IX (t), 
t>0) J eE EL DAS 


Dra (V) = expli Ate!" + ite – (M + AO) 
试 比 较 此 结果 与 7 WIR, H T E OB hO N (t) = 
NO 7 Nit) 是 一 复合 治 松 过 程 。 
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9. 存 基 次 通道 上 设置 了 一 个 车 辆 记录 吴 ,; ICOE Bi fr. di 
行车 辆 的 总 数 。 设 六 (t} 代 表 在 C0,t) 内 南 行 的 车 辆 数 , Y(t) 代 
RORE RERA, XA), УСД АНЖЫ, H 
相互 统计 独立 ; 设 1 和 # 分 别 代 表 在 单位 时 间 内 通过 的 南 行 ， 
北 行车 辆 平均 数 。 如 果 在 + 时 车 辆 记录 器 记录 的 车 辆 数 为 
n, МЕН k 辆 属于 南 行 车 的 概 窗 为 何 ? 

10. (KGR t20),0XG Q0), t20),.4X,(t), t0) 
为 三 个 相互 统计 独立 的 泊 松 过 程 ，4、 À, ЖП AS 分别 为 和 Mt) 
Х.Х, а), W X (t +X,(ty +X,(t) =n hj, Ж 
X,(ty=k X,(t) =] HARPER, HR. 

P{X (t) = k, 
Xact) = ХС) + XC) +X, <t) = n), 

п. 有 一 个 由 两 个 元 件 组 成 的 系统 。 这 两 种 元 件 当 过 
到 下 列 不 同类 型 的 振动 时 遭受 损坏 。 如 上 出 现 第 一 种 类 型 据 
动 ， 将 使 申 兴 效 ; 如 出 现 第 二 类 型 振动 ， 将 使 元 镍 乙 失 效 ! 
如 出 现 第 三 种 类 型 振动 ， 将 使 甲乙 二 元 件 同 对 人 失效。 在 (0,t》 
内 出 现 一 、 二 、 三 种 类 型 振动 的 次 数 均 服从 泊 松 分 布 ， 出 现 
一 、 二 、 三 种 类 型 振动 的 事件 均 是 彼此 统计 独立 的 ! 一 ， 
二 、 三 种 类 型 振动 的 出 现 率 分 别 ЭА. A. Ae X. W X, Ç 
xut BR, X, 代表 元 件 乙 的 寿命 。 试 证 明 ， 

(12 Р{Хү;®5,‚ Х„>{у 

=exp(- 415 ~ Åt = ¿s тах(ё, s) } 
(2) РХ, 29) =ехр+{— (Àj + As)s} 
(3) PiX >t} =ехр{— Got lpt} 

12. 设 有 一 脉冲 串 送 入 计数 器 ， 在 СО, t) НАК 
数 妥 从 泊 检 分布， 其 脉冲 的 出 现 率 为 4 。 配 冲 到 达 计 数 器 可 
以 被 记录 ， 也 可 能 不 被 记录 。 每 一 个 脉冲 能 被 记录 的 概率 为 
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TE rt агата eR ae СС i e 





Po ЖЕЙ ЕЛЕ A M IOS ДИНЕ ORE, R x00 是 在 
Со, КВОТЕ Е, 

(15 Gk PIXO) =k}, k=0 1, 2, += 

(2) (X(t), t20) CIE ЛАЗАРУ? 

13. 设 有 一 非 齐 次 汽 松 过 程 人 人 t)，t20)， 其 中 


4%) = + созо) 


о. | 

(1) ЖЖ МОО, t>o ENCE) Y 

(22 HANGA), t0 892722 DIN(t)}。 

14. 设 有 两 个 相互 统计 独立 的 油 松 过 程 ХС), 1220) 
和 {Y(t)，t2>0}， 商 个 过 程 的 事件 出 现 率 分 别 为 Л, 和 Ayo 
试 证 明 在 社 程 {X(t)，t 关 0} 中 两 个 相 邻 事件 间 , АУС, 
205 k 个 事件 的 概率 为 


PG ens 
15. 设 有 两 个 通信 用 信道 ， 每 个 信道 的 正 党 工作 时 TRI 
是 一 负 指数 分 布 的 随机 变量 ， 其 均值 为 二 。 两 个 信 遵 何 时 产 


生 中 断 是 相互 统计 独立 的 。 信 道 一 旦 中 断 ， 立 刻 进 行 维 收 ， 
其 维修 时 间 也 是 负 指 数 分 布 的 随机 变量 ， 其 维修 平均 时 间 为 


二 。 两 个 信道 的 维修 时 间 也 是 统计 独立 的 。 设 两 个 信道 在 


` t= 0 时 均 正常 工作 。 

(1) 求 这 两 个 信道 组 成 的 系统 的 忆 算 阵 ， 

(2) 列 出 前 进 方 程式 ， 

‹8) 求 在 t 时 两 个 信道 均 姓 于 正常 工作 状态 的 概率 ; 
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《4》 求 在 [0， 记 内 两 个 情 道 连续 工作 的 概率 。 

16. 一 条 电路 供给 m 个 焊工 用 电 ， 每 个 焊工 均 是 间断 
Mb Hj E. ЖЕШ ЕШШ. 

(1) #—14Т+Е% ШЕ, ME €t, tc At) 内 停止 
Puy ERA НА +O(ALtD ; 

(20 车 一 焊工 在 t+ WR Н ИҢ, ME (t. t+At 内 
Hj BREED AAT + oO(At)。 

S-ATA TARRE LAE HY A ЕСО ЯТТ 
t 时 正在 用 电 的 焊工 数 。 

(1) 求 该 过 程 的 状态 空间 ; 

《2) REA EIS Q EBE, 

(3) 9200) 20, ЖЩ 2:09 3698 2) 7; BEN 

(4) +оо 村， 求 极限 分 布 ps。 

17. 设 有 一 “ 生 、 移 民 及 灭 ” 过 程 ， 其 中 

ÀA,7nÀ-cà (470, A0) 
Ha = na (a>0) 
dd d EC = n пу 代表 状态 为 n 财 的 自然 增长 ，a 代表 
в. | 
(1) 过 出 描写 这 一 过 程 的 福 克 - 普 斋 克 微分 方程 组 ; 
(22 求 撒 写 平均 值 M.CO = ECCO. 的 微分 方程 组 ， 

(3) M, (t). . 

18. Æ “ER” Hap, А. =O, Ma = M 
BIERE “AK” A. mi Et R EEO, Ж 
рьр› D>j>0. 

19. 设 有 一 *“ 生 灭 * 过 程 Et) t0), ЖНА. = 
A. a =na, A, в, 县 4>0， Bl, KERREN 
&(0) = 0. . 
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C10 WEH p. CO = PC) = пуй РЯ В, 
patt = = Ape + #р6%) 


SP Lap, GO -Ar np 00 


+(ñn+l)gp.a a (ty (0221) 


(2) Wr GG, t= Y, p, COu" 


а= 4 


Вр Со, tA EOR AM. ТАШ 
SD pu 56630. 
= А(и— 1)G(u, t) 
(3) 解 上 述 偏 微 分 方程 式 ， 证 明 
G(u,t)=e*"f[e-"'(u—1)51 
Et. JEEE: 
CAO AMERA PE p0 = Р{Е(0) = 0) =1 
或 G(u, 0)= 


ВЕНН G(n,t) = et waaie 725) 
(5) WEB] 


pat) ze tut ges [--а- е-*') ›]`} 


(6) 求 其 均值 函数 
M.G) = E(t)} =} 


x 


(7) REH limpa(t)=e 


20. RARS, ARKE), HSA 
-234° 








aO = (TS =o, 1, 2, es a>0 ,4>0) 


FEREARE EO) = 0 
(1) W p. € = P(#(t) =k), "Sb Hh S p. (t 的 福 
克 - 普 朗 克 微分 方程 组 ， 
C2) 解 该 组 微 芬 方程 ， 证 明 
pot) = (1+ ад) 
ао? Gai азат) (>D 


mor 


i. WR FER HECPOT1ya) ERR, 
21. 910, Ур РОН АНАУ, S3 为 4。 
设 有 单个 服务 员 、 服 务 时 间 为 负 指数 分 布 的 排队 系统 M/M 





px(t)= 


/1)， 平 均 服务 时 间 为 放 。 试 证 明 ， 


C1) ER e Bu eid fa s SEA CEN EROS P 
( 2 ERAD IR ИЗ ЭЕ B( 客 到达 的 概率 为 


¿+a ° 
22. 设 有 单个 服务 员 、 HS Mos fans oen TER 
服务 系统 ， 平均 服务 时 间 为 立 y BARA I GO UE CA 


BoD, SHH A, ЗАН ЕНЕН AE PE An tEn 
Ej E890 2E 648383 {[ (m2>0) 1 

32. 设 有 如 题 23 所 给 定 的 排队 服务 系统 (M/M/1)。 设 
排队 已 到 达 统 计 平 稳 状 态 。 服 务 的 规则 是 先 到 先 服 务 。 设 7 代 
表 -- 题 客 化 费 在 排队 等 候 的 时 间 和 服务 时 间 的 总 和 。 求 了 的 
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ERREG, EA, 

《1 ) 一 个 顾客 化 费 在 系统 内 的 时 间 小 于 或 等 于 x 的 概 
XN ]-e-^'*- эх, 

(2) ТЕ НЕТА ЕИ ЛД Р ИКӘ x 的 概率 


3 i (x= 0) 


(ace m (x>0) 

24。 设 有 一 单个 服务 员 、 服 务 时 间 服 从 灸 指数 分 布 的 
排队 服务 系统 。 到 达 服 务 点 的 硕 客 数 服从 泊 松 分 布 ， 其 参数 
为 4。 在 这 个 服务 系统 中 再 作 如 下 规定 ， 当 顾客 被 服务 结束 
Ji, С о BFAS, RRR (1-а) 重新 青 去 排队 ， 


于 是 -- 个 顾客 可 以 多 次 被 服务 ， 并 设 平均 服务 时 间 为 一 。 


C1) 建立 这 个 系统 的 平衡 方程 ， 求 系统 进入 统计 平稳 
后 取 各 状态 的 丢 率 ， 并 说 明 存 在 统计 平稳 的 条 件 ; 

( 2 ) 求 顾 客 从 进入 系统 起 到 他 第 一 次 被 服务 所 花费 的 
排队 等 候 时 间 的 平 多 值 ; 

(3) 求 顾客 进入 系统 后 一 共 被 服务 了 n 次 的 概率 
(а 221), 

(4 》 求 顾客 被 服务 的 时 间 平 均值 不 包括 该 顾客 在 系 
统 上 内 排队 等 候 的 时 间 ) 。 

25. Am HESS, HS BUE TRO NOSE 
有 空闲 ， 方 可 立刻 对 该 顾客 进行 服务 ， 顾 客 才 进入 系统 ， 否 
则 ， 如 蚌 客 见 到 二 人 台 泵 均 被 占用 便 立 即 离 去 。 兆 在 的 顾客 按 
泊 松 分 布 规律 抵 达 油 站 。 其 参数 为 h 油 站 对 顾客 的 服务 时 
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闻 是 负 掉 数 分 布 的 了 机 变量 ， 其 平均 服务 时 间 为 万 。 求 进入 
加油 站 接受 服务 的 顾客 与 抵达 加 油 站 的 潜在 顾客 的 比率 。 

26. 茶 项 作业 包括 三 台 同 一 类 型 的 机 器 和 二 个 维修 
工 。 每 全 机 器 的 正常 工作 时 间 从 开始 工作 到 草 受 损坏 南 不 
能 工作 前 时 间 间 隔 ) 是 按 负 指数 规律 分 布 的 随机 变 野 ， 其 平 
均 工作 时 间 为 10 小 时 。 一 个 维修 工 维修 一 台 机 器 所 需 的 时 
闻 也 是 按 负 指数 分 布 的 随机 变量 , 其 平均 维修 时 间 为 8 小 时 。 
R CD 不 工作 机 器 的 数学 期 量 ， 

C2) 两 个 维修 工 均 忙 着 维修 机 器 所 占 的 时 间 。 

27。 设 有 一 出 租 汽 车 站 。 到 达 该 站 的 出 租 汽车 数 服 从 
泊 松 分 布 ， 平 均 每 分 钟 到 达 一 辆 出 租 汽 车 ， 到 达 该 站 的 硕 客 
数 也 服从 演 松 分 布 ， 平 均 每 分 钟 到 达 顾 客 2 人 。 如 果 出 租 汽 
车 到 站 时 光顾 客 候车 ， 不 论 是 否 已 有 汽车 停留 在 站 上 ， 该 辆 
汽车 就 停留 在 站 上 候 客 ， 上 反之， 如果 顾 客 到 迷 汽 车 站 时 发 现 
站 上 没有 汽车 ， 他 就 离 去 ， 如 果 顾 客 到 站 时 有 汽车 在 候 客 ， 
他 就 可 以 立刻 雇 一 辆 。 问 ， 

C 1) 在 汽车 站 上 等 候 的 出 程 汽车 的 平均 数 为 何 ? 

C2) 在 到 站 的 潜在 顾客 中 有 多 少 麻 得 了 出 租 汽 车 ? 

28. 设 某 更 新 过 程 的 时 间 间 晤 服从 泊 松 分 布 ， 其 均值 


ep" 
Жон, 即 Pix, =kh= К! , k = 0, 1, Z, Us 





(2) HW PING =n), 
29, 设 更 新 过 程 的 时 间 闻 隔 x。 05236 ERE F(t5, 


，t) 为 其 概率 密度 ， 基 5t) 为 [9，t] 内 平均 里 新 的 次 数 ， 


in(t)-2 EN(t)}, 
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WEH m (t) = Е(і) + fme — xyi(x)dx 
Ld 


30, 在 使 用 中 的 一 机 器 ， 或 因 损 坏 而 更 新 ， 或 因 使 用 
工时 而 更 新 。 如 果 相 继 更 新 的 机 器 的 寿命 是 相互 统 计 独 立 的 
随机 变量 ， 且 具 存 相同 的 分 布 函数 F(t)， 其 相应 的 概 率 密 
EAR E), WER, 

C12 长 其 工作 时 机 器 的 更 新 率 为 


{[ =toodx+ ТГ1 -F(T)I} ' 


(2) 长 期 工作 中 使 用 的 机 器 的 损坏 率 为 
ЕСТУ 


[одах + TEi- FCD] 
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第 四 章 ”二 阶 矩 过 程 、 平 稳 过 
程 和 随机 分 析 


$1 二 阶 矩 过 程 的 定义 和 基本 性 质 


ЖХ ” 设 有 随机 过 程 传 (t)，tET}， 车 对 每 个 tET， 
Et) 的 均值 和 方差 都 存在 ， 则 称 СОЗ sb E, 

第 一 章 内 记 讨 论 的 正 玫 波 过 程 、 随 机 电报 过 程 均 为 二 阶 
化 随 机 过 程 。 今 后 将 着 重 讨论 的 正 访 过 程 也 是 二 阶 算 过 程 
而 且 是 最 蛋 要 的 一 类 二 阶 矩 过 程 。 所 谓 正 态 过 程 是 指 随机 过 
程 舍 (t),tET} 的 各 有 限 维 分 布 都 是 正 态 分 布 的 。 由 于 正 态 
分 布 的 各 阶 和 矩 都 存在 ， 所 以 正 态 过 程 属 于 二 阶 矩 过 程 。 

РИД (00, ЕСТ) 的 均值 是 存在 的 ,FE 
(EC) =pi(t) 即 均值 函数 是 一 时 间 的 确定 性 函数 。 如 果 从 
ECO TUR hs (t) 得 到 另 一 随机 过 程 Et) = 50) — и, CO , Wl 
EEWO) =0, 8(t) 的 二 阶 矩 也 是 存在 的 ， 即 80t) 也 是 二 阶 
EAR ECOLECO 2 EL DULCE НИН d. EO 的 自 
DIARRA B ЯП Ж СНА) E 的 自 协 方差 函数 即 
为 (tt) 的 自 相关 画 数 。 因 此 ， 今 后 为 了 讨论 简便 起 见 ， 一 役 
都 假定 二 阶 矩 过 程 的 均值 为 鹤 。 

IRE TC CAS FAT EA GE I — Er AE SERIU EL UR 7736 06 
总 是 存在 的 。 
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cov, (Ë(Xt), ЕС) 
= ЕГЕС) -me (t.) [E (t) — pr D! 
(cov. (ED, Eito р 
«(ЕГЕ (б) — ж (tD JEEG — pe 09107 
s Ej Et) — ug (t) PE IE cta) —нёЁ(%)|* 


而 E JEG) - 44 €0 |= DE(tO <оо 
E IE (t4) — Ag (ta) P= DE (t,) < co 
ex [cov {Ё (61), Et) |< 


ЕЕ H DAR газ л ТЕО, ЯВАА АЧЫШ 
АВАНС 83 З EE EB. 
二 阶 敌 过程 的 相关 函 教具 有 下 列 二 个 性质 ; 
定理 一 ВТЕ) io, tcT), R; ti +) 
为 它 的 相关 函数 ， 则 
| Reeta tD = Ri Gi, to (t, 6c) 
证 K, (t, tj = EC EGO) 
-E(DECO) 
= Ratta, tı) 
即 R,, Cts є) = К, t) 
РС) — SE ТЖЕ, MH 
R. , G, ta) = R(t, t) 
好 实 二 阶 矩 随机 过 程 的 自 相关 函数 是 对 称 的 。 
定理 二 ”二 防 矩 过 程 的 挡 相 关 函 数 有 setti，ta) 其 有 非 
负 定 性 ， 即 对 于 任意 有 限 个 ti，tb，ta сз, "SET GG FER 
їй n d£ An Аз v, АҢ 


Уу) ER, (tu, ta)A4kla2=0 


其 中 了 为 性 意 正 整数 。 
240» 


Е Y ERa (ta t.) АД 


i-i m-1 


- Y БЕ (E COE als 


k-1 mel 


- E(X- YN GOAL 


k-i met 


-s([x:ieos][xieos.]) 
= E| Угао | >。 


BU Y Rudte, t to) да 220 


К=1 m-1 


上 述 不 等 式 可 用 和 矩阵 形式 表示 之 : 
Ri, (t, t> R,, (t, t) Ree (t, t.) 


(Au 42+ ap FI 106, t0 Кү, ee tH, etas t.) 


R, Н (t,, t) R; Е {tas tyeR, t (t,, t.) 


ү? 
h o 
m | 
A | 
Ja 
m (A1, А2, “*, T : | 220 
Vi, / 


* 24] * 


即 ARa: Cth, t.)420 
4' KITEE Gs, Аз» сө, Ån) 


$2 平稳 随机 过 程 


内 请 平稳 让 枫 过程， 粗略 地 说 ， 指 的 基 它 的 统计 特性 不 
随时 间 的 推荐 而 变化 。 它 的 严格 定义 如 下 ， 

жх ЮЖВМ (СО, ЕСТ), 若 对 于 性 意 n 和 性 
意 选 定 的 tatty <t,, GET, i=1, 2,+е, n, 以 及 
т ЖЫН. Нох, xs ces ‚ ď ERÄ 

Е,(х,, X “° Koay ts tn =e, б) 
=F, (Xis Koy X ati FT ,ts+T 0 t, +T) 

ЖКТЕ pes НАШ. ЖР F, ) 是 n 维 分 
Яп йу, n 是 任意 的 。 

该 定义 说 明 ， 当 取样 点 在 时 间 四 上 和 作 任意 平移 时 随机 过 
程 的 所 有 有 限 维 分 布 函数 是 不 变 的 。 

由 定义 可 知 ， 严 平稳 过 程 的 所 有 一 维 分 布 函数 F(x; 
t) = Е, OEH tX, B 

E(x; 0 = Е, (хр tr) 

或 f, (x; t) =, (хр t+r) 

平稳 随机 过 程 的 二 维和 分 布 函 数 为 

F(Z x t, ta) = F(x Xa toT, hr) 
е Ер Ф т —t,, HW 

F,(x, x, t, ta) = Е. (X, xa toT, Ь+т) 

=F, (x, xy 0, ts ~ t) 

即 严 平 稳 随 机 过 程 的 二 维 分 布 函数 仅 是 时 间 差 (tz-t BJ Bi 
数 ， 而 不 再 是 t, 和 t, 本身 的 函数 。 
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ТРЕЕ, п=1, 2, 3, +}, КОРЖ Е RE 
义 完全 和 平稳 过 程 的 定义 相 类 似 。 
一 般 说 ， 当 产生 随机 现象 的 一 切 主 要 条 忻 可 视 为 不 随时 
赣 的 推移 而 改变 时 ， 我 们 常 可 以 把 这 类 过 程 看 作为 平稳 的 。 
例如 ， 在 电子 管 中 散 弹 效应 引起 电路 中 的 噪声 电压 ， 由 于 产 
生 这 过 程 的 主要 条 件 不 随时 间 的 推移 而 变化 ， 这 一 随机 过 程 
就 是 平稳 随机 计 程 。 许 多 领域 如 通信 、 自 动 控 制 等 方面 所 胃 
到 的 过 程 有 很 多 可 以 认为 是 平稳 喇 机 过 程 。 
如 果 上 述 定 尽 中 的 平稳 条 件 不 是 全 部 满足 ， 即 不 是 对 任 
Ж. n 都 满足 ,而 只 是 对 狂 足 时 , 则 对 任意 选择 的 所 二 te 扩 … 
wt МЄТ, i=1, 2, =, k, MERR т EUR 
F.QUu, Ess ts Жур to to се, t.) 
=F, (X,,X, = X y UT, tatt, v, t, RT) 
而 对 于 n>k 时 其 平稳 条 件 就 不 再 满足 ， 则 称 它 为 k 级 平稳 的 
随机 过 程 。 当 然 ， 如 果 过 程 为 E 级 平稳 ， 那 么 当 nk Md 
满足 平稳 的 条 性 。 
严 平稳 过 程 或 二 级 平稳 寺 和 松 如 果 它 又 是 二 阶 矩 过 程 ， 则 
该 过 程 的 均值 函数 为 常 烤 ， 而 不 是 时 间 的 沙 数 ， 即 


EGO) 2, = |7 xaF os 9 
= хав, ку ce 


= | хав, оо = жо 


该 过 程 的 相关 函数 仅 是 时 间 差 (ta — tO BU 836, ТК JE t, 
和 本身 的 函数 ， 即 
Realt = ЕС) 
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= [ае os, Жар ti, t> 


= ffar. Qu, Xap 0, t}— t) 


= Ree (tx ~ tt) = R, (z) 
其 中 r=t,-—t, 

EIER ACE ñ ЖЕШ ЗЕ ИДУ Б НЕЕ ач, ВТЕ — RR 
АШЫШ ИИ — ИЕ, СТАН РЕ pul nhat АН ЭС ОЙ 
是 研究 仅 与 过 程 的 一 阶 答 、 二 界 矩 有 关 性 质 的 理论 。 在 平稳 
过 程 的 相关 理论 中 出 现 的 特征 数 仪 是 常数 4 和 一 个 变量 
T= 一 ti 的 函数 民 ,: (7 。 当 然 ， 仅 研究 一 阶 矩 、 二 MEE 
不 能 代替 对 整个 8(t) 性 质 的 研究 的 。 

零 均 值 实 正 态 分 布 随机 过 程 的 特征 函数 可 表示 为 


Ф.б, ш, yu, ) =expÍ - тва. (D 


其 中 п = (U, U, t, to) 
` (Pu b, bs ce 0b, ， 
D bn ba c b 


b, Бш; Б.у ce Daa 
bi; = Et OE Cj=1,2,.., n) 

C1) 式 的 证 明 吕 第 六 章 。 

击 此 可 见 ， 在 正 态 分 布 随 机 过 本 中 相关 矩阵 完全 确定 了 
过 程 的 概率 密度 ， 因 此 对 于 正 态 分 布 的 随机 过 程 而 声 ， 只 要 
研究 其 一 芒 征 、 二 防 些 就 是 能 了 。 对 于 其 它 平 稳 随 机 过 程 
tt)， 相 关 理 论 不 能 代 蔡 对 整个 Et 的 性 质 的 研究 位相 
美 理论 也 能 解决 许多 应 用 中 的 一 些 重要 问题 。 
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АЕК а k OA FREE рна D. 
经 得 到 了 上 述 两 个 重要 结论 。 但 是 ， 仅 仅 由 一 个 随机 过 程 的 
HEATA MERKE T= t-t 的 水 数 还 不 能 充分 说 上 明 
它 符合 严 平稳 的 条 忻 。 为 此 引入 另 一 种 平稳 随机 过程 欧冠 
Xa 

EX EA- pr ВРЕ (200), t€ Ty, THH 
ЖЖ, KAANE r= t, 的 通 数 ， 则 称 它 为 宽 平 
稳 随 机 过 程 或 广义 平稳 风机 过 程 。 

这 是 苏联 学 者 欣 斤 给 的 定义 。 

为 了 区 别 起 见 ， 第 一 个 定义 所 指 的 过 程 称 为 严 平 稳 过 
程 ， 第 二 个 定义 所 指 的 过 程 称 为 宽 平 稳 过 程 。 对 于 正 态 分 布 
的 平稳 过 程 ， 严 平稳 就 是 宽 平 稳 , 宽 平 稳 也 就 是 严 平 稳 ,这 是 
因为 正 态 分 布 的 相关 函数 已 经 充分 说 明了 它 的 概 举 密度 ， 另 
一 方面 正春 分 布 过 程 的 二 阶 矩 部 是 存在 的 。 对 于 其 它 严 羊 稿 
随机 过 程 ， 只 有 当 它 的 二 阶 第 存在 时 才 古 宽 平 稳 的 ， 而 一 个 
过 程 是 宽 平 稳 时 ， 还 不 能 说 明 它 是 严 平 稳 的 。 

今后 讲 到 平稳 过 程 时 ， 总 是 指 复 宽 平稳 随机 过 程 ， 而 说 
到 过 程 为 严 平稳 时 ， 则 将 特别 说 明之 。 


$3” 宽 平稳 随机 过程 的 性 质 和 举例 
宽 平 稳 随机 过 程 是 一 个 二 阶 答 过 程 ， 它 具有 下 列 性 质 ， 





性 质 一 R,, (t, — 4) =R., (t, — +) 
或 Rus G= R (er) (r2t,—tj) 

对 于 实 宽 平 稳 过 程 Rie(r) = R i (“T ШШ 8422383 
是 7 HB. 


性 质 二 R. (0) jp P 
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Hi DIBRA ЕЮНИН, BDP BO 
证 R,,(0) = E(£(t)Ë(t)) 
= ЕЕЕ (0) -p JUE) — 05.2) +] ль P 
= ЮЕ (у +] u | 
而 DEMM = Е{ | -pt I m0 
[4 FR | (01218, Ë 
HRE | Rett) 1<8,, (0) 
| C: a Gy [Cs (0 
证 根据 许 玩 兹 不 等 式 有 
ЕСС +E) PE ако HI 
«ГЕ £c +r) Eft) Р 


r ， IR, G) PSR, ; (001° 
Вр Ea) JER (0 
HEDE: | Cia (T) IO. 60) : 
"36 H5 РОЗЕ om Н ЫКЛ 25 e fet 值 都 在 z= 0 
处 到 最 大 值 。 


这 星 并 不 排除 在 7 六 0 以 取 最 大 丛 。 如 随机 要 


位 的 正 苇 波 过 程 的 相关 函数 为 -全 5 
+1, Ж2,® - B3 3H 236 BE С) H8 XT ELE ДИ ВЕ fe 


imum W еш ЖК. tt) 具有 非 负 定性 ， BTE B 
Mic HE D TON aen AO 以 及 任意 了 n 4-33 їз, ta, 


ta 有 





Ел 
С созот, r= к= 0, 


Ree 6-6) R. (t, ~ t.) "° -Reg (0 — t.) Y 
Ra (n f) Res (ta ts) °° Rant) 
(Aura... A.) : . 


R, (ta -tp Ralita -t Rae -ty 
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i=] k-1 


{ж E YIiR C; -5)4A20 


TEL. WEA PEM, EMIRI 
例 一 ” 热 噪 声 的 取 祥 观察 值 为 (Em, n-0, +I, + 
2,7^], 从 Cn)) 蚌 一 实 随 机 序列 ， 它 具有 下 列 性 质 (1) 
估 人 nn) 相互 独 立 : 《2 )8tn) 是 NCO,g) 和 分 布 。 求 它 的 均值 和 
JBX IRE 
t Kim) =Е{Ё(п)} = 0 
Ю({Е(п)} =o: 
Е{Б(а +) (п)}=0 — (m=0 
Е (Еа + о) (п) р =g? (m = 0) 
o? (m= 0} 
id Re G) { (m 40) 
该 例 中 相关 函 教 只 和 m SI HR, HAA Du Ж 
数 ， 帮 它 是 一 平稳 随 裤 序 列 ， 和 而 且 是 严 平 稳 序 列 。 
例 二 第 一 章 所 讨论 的 正弦 波 随 机 过 程 为 平稳 随机 过 


第 一 章 所 讨论 的 随机 电报 信和 号 中 均值 为 


= 
MI 


E{ECt)} - 2 = Ж 


HRE Күт) = ажет) (- со <т< со) 


其 中 r=t,—-t, 
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DALRA  С()= iet (- co «tr oo) 


BUE зра Ве а, TU FLARGCOOEGSII A. 4H XX Е 
r= 0 时 为 最 大 ， EGGS. 
便 四 ”滑动 平均 
(Q0, n=0, 土 1, 坏 2,…} 是 标准 不 相关 序列 ， 即 
Е{ (пуу =0 





— 0 (изет) 
E (GEC) =Í, uL. 
H] £O) =а,Ё(п) +аџ&(п- 1) +e +а, (0-5) 也 是 平稳 序 
列 。 其 中 а,,а,,а„, ‚а, 是 复数 序列 。 
解 E(£(n)) 20 


E(Z (n + m)s(n)) 


= Е 'a,£(n+m-k) адар} 
kg 16 


= у] Jaa, E (Е (пъп kfm- П) 


ГЕ k=. 


= 5 а ара 


па Кая 
ос тс в 


B ¿(ny 28 (UA НЕ НЭС m 有 关 而 与 n 无关， 
СС (m) 也 是 平稳 随机 序列 。 

ж. B En, k=1, 2, ”为 随机 变量 ， E(£.) = 0, 
Et sr = 0G 10 EEE) = E( | = b 0,384 Q4, 


k=l, 2,… 是 两 两 不 相等 的 实数 串 ， 生 并 (| E, I) «coo, 
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Hii = вени 为 一 平稳 随机 过 程 ; 且 是 具有 离散 说 的 


过 程 。 mE 
є ЕЕ (Ө) =0 


EEA ADE {улет ее ы} 
` k=: dt 


-可 于 еннет 


keal id-l 


= > JOE {ġġ jet ine 134% 
k=! l=; 


= Y^b.e! E 
ARAS gg Noo НЇН] T 的 函数 
F, i, (т) = усе! ка" 


k=l 


Ш R,,(0) = ibo 


四 此 2 是 一 平稳 随机 过 程 。 其 中 b: 代 表 谐 波 分 量 
¿E etu t 的 功率 的 平均 值 。 

BEA ” 设 有 一 脉冲 串 ， 共 脉 宽 为 1， 脉 冲 可 为 正 脉冲 也 
WA f КЛР, ИШИНИ + t 也 可 到 -1， 取 +1 或 -1 的 概率 
Ages, 各 脉 溃 取 +1 或 -1 是 相生 统计 独立 的 ; ОРНУ Хе іа 
时 间 均 匀 分 布 于 单位 时 间 间 隔 内 。 求 此 随机 过 程 移 相关 疙 
数 。 

Ж EIU ERES BN NB 4-1. 

Uqi Е Ы ау о, RER- B 
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4-1 


м | 


Р{# (б) = +1) = 


Pt) = -1 x 


ak в (ыр six 2-10 


它 的 相关 函数 为 
E(ECOEGD) 
=1]x1PIEG( = +1, ЕС) = +1) 
+1х(-0)0Р{Е() = +L, 50.) = – 1 
+- х1Р( (60) = —1, Eit) = +1} 
+ (0 x (= ЮРЕ) = —1, Elt) = - 1} 
现 求 P{E iti) =], £ (t,) = 1, 设 t,t, 出 


РЕСЕ) = 1, ED = 15 
= P(E(t) = 1/2040) = Iy P (t = 1b 
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Pr 0 ЖЕТ, ET fE DS bk РАО Ж БАЕ ЖЫ, EA Ө pk J 5] y di T 
Ë (yf [ЦН] W LFU БИЛЛЕ, тр д Ө B j Sj Ap fn F 
(ti —- 1, WARRE GLE 4-2), 235 t; СТН, 1, uj 
能 和 t, 处 于 同一 脉冲 内 也 可 以 处 于 不 同 的 脉冲 肉 。 


Ir | 
0 


ИГЕ T 
p 777] 
| 
ЫА 2 р нас 
Li f, ta Ü +1 £ 
图 4-2 


P(E(t) = 1/E(t) = I) 
= P(t,<(0 RD) + 到 Ptb> (9+1)) 
上 式 中 右边 第 一 项 代表 t.t. 处 于 同一 脉冲 内 的 概率 ， 第 二 
项 中 РЧ (@ +1)1y 4538 tU. t, 处 于 不 同 脉冲 内 的 概 率 ， 当 
Ca. t EBD Bo PRESE CO NU 1 的 概率 为 本。 
Pitecan +1) = Р{02> (ty -Dr =1—Р40<1,-1) 


12-1 
-1-| dé 
Ti-i 
z]-t6t-tj) (Ox t,— t,= 12 
P (t,=> (6+1)) = P:g< (t; ~ Dj 
=t|— LU (Q= L, tl) 


#27 0=t,—t,<1 B$ 
Pift) = 1, Elt) = 1) 


-lh-«a-. «Ea -to] 
H 


WA tetli, t 和 永远 处 于 不 同 的 脉冲 内 ， 峙 
PEtta) = 1/6060) = 1) = 


š 
KM Рә, 500-0 


同 理 已 伟人 tt = -1, ЙӘ = 一 二 


-i[ -l«- to] о<ъ-6<0 


Pi£(t)m —1, E(t) = - D -1 (ts - 12D 


РЕС) 1,50) = — 1) = "n )= U 
(:Pto- -1/509 = 1 


= 1[0хр, (0+0) + lptt> en] 
2 2 


sl.l(ntoel(n-t 
т z^ D i .) 
(Uat; -t ul 


Рд) 1, E(t) = -1) =F (t -temD 
РЕ) = 1,50) = 0 = 10-0 < ы) 
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РЧ) = — 1, £0t,) = 1) ud (t, - t1) 


г sil liq. 
因此 EEG = |: ie t] 


+ ih -+%- t] -ittd 06-4) 
ei-(t-t) (0O<t,-1,<1 
EEDE = 1x 二 +1x 了 -站 -了 =9 
(t. - tl) 
gi tt, MH 
ЕЕС) - [1 - (t-t) (0=t,-t,<1) 
0 (t, — ts 1) 
РЖИ ИАА, PEr-t0-t, 
tf Grian 
0 üri2D 
FX ii 4-3 所 示 。 故 该 过 程 为 平稳 随机 过 程 。 


EEDE D) = R,, (т) -1 


Fin 
1 
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$4 正 交 增 量 过 程 


жх WU ILEREMUERUGO.ECT, Xt cete 
teo toist,t;c T, 有 | 
ЕГЕ, - ОЗГЕ - ECt =0 
风 称 该 过 程 为 正 交 增 量 过 程 。 
”在 第 二 章 讨 论 独立 增 量 过 程 时 ， 已 经 提 到 了 焉 交 增 量 过 
琳 。 现 对 其 性 质 作 进一步 讨论 。 
ЯТ Са, bj, HJ E) = 0, 取 ti = ay ta 
t,-5, t, t, HP ts, m 
E(E(G)[ECO 7E(23]) = 0 
Hp — ЕСЕ) = BEEG) = E |ë (s> ру 
对 于 这 类 正 交 过 程 如 定 多 Frs) = ЕЮ {| £ Cs) [3 
则  R.,(s,t)= E {E08)ECt)} 
= ЕОС) 0) —Ё(з) РЕ) Т 
= ЕЁ (ЗӘСЕС ECT + E(£ (sy у) 





=F (s) (tas) 
dites, WIR..(G,O = ЕС 
КЖ К., (=, t)=Ficmrnin(s,t)) 


34 t> s 时 
EJE - £c) Py 2 EG COE (у - E(ECO EGO) 
- ЕЕС) С) р КЕЕ (5) E G} 
= R (t) — E (s) — F es) + E (s) 


= FE (t) — E çs) 
HT EEG) — ECs) | zm0 
a Egt) Eg IQ 
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Йй F CO) E Bs ЛАВОВА ФУ 
出 于 R,.(s,t) = Fimincs, уу 
故 正 交 增 量 过 程 为 非 畦 稳 过 程 。 
ВЫ ”研究 对 称 的 无 限制 随机 游 动 的 特征 ， 并 求 其 均值 和 
相关 函数 。 假 定 上 (0) = 0, 
解 Е{5(п)) = 0 
Её ст) сё (п) (т) J} 
=E{tim) Eim; -¿(m)}=0 (n>m) 
故 当 m<n В] 
Rmsn = E(£tmoz (пур = ELE cm) F} 
= m = Кет? 
因此 К..(т,п) = min(m,n) 
即 对 称 的 无 限制 随 视 游 动 是 一 正 交 增 量 过 程 , 它 是非 平稳 
的 。 
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上 面 讨论 了 二 阶 第 过 程 的 定义 和 基本 性 质 。 宽 平稳 过 程 

是 二 阶 矩 过程 中 的 … 类 , 正 交 增 曹 过程 也 属于 二 阶 上 算 过 程 。 以 

干 各 节 将 进一步 研究 二 醒 矩 过 程 的 一 些 性 质 ， 如 讨论 二 阶 算 

过 程 的 连续 怀 、 学 数 和 积分 等 概念 , 即 希 望 把 数学 分 析 中 的 一 

些 方 法 推广 到 研究 二 阶 矩 这 程 。 这 部 分 内 容 统称 为 隧 机 分 析 。 

连续 人 性、 导数 和 积分 的 基础 是 极限 的 概念 ， 在 随机 分 析 

中 也 是 一 样 。 为 了 研究 二 阶 矩 过 程 的 连续 性 、 导 数 和 积分 ， 

也 必须 定义 随机 变 时 序列 的 极限 。 随 机 变 攻 序列 的 极限 有 许 

多 种 定义 的 方法 ， 本 书 中 梁 用 均 广 极限 的 概念 ， 因 此 后 面 的 
讨论 实际 上 荐 研究 二 罚 矩 坟 程 在 敬 方 意义 下 的 随 栅 分析， 
* 255 * 


a aras, Dos aru m tmu aaa kËdum ӨӨӨ mem coe eer con n 


本 节 首 先 研究 随机 变量 序列 在 均 方 意义 下 收 化 的 定 儿 ， 
TE BER RS Bc e E HERD 

EX РАВИЛ ВЕЕ] (Е, n-2152,8,- fric — Br 
Ж. BH E{ £, Py <eo, n21,2,9-5 又 没有 随机 变量 5， 它 
МА Br, BH EZ £ <o ШЖ 

lim E( š, - 5 [) =0 

RI EFE 9| (E. PJ Е, ЗЛИ УЕ Н EJE R E 8 
l jd. m tn =È 4E ZA 

EH weht P ENEI (E n-1, 
2,8, RREME E, H jji. mé, = $, 


WE: Cr) lim EG) Е) = Ed.i. m2. 
(2) limE (£, | = ЕЁ |) = Е (11.1. mt. PY 即 极 


НЧЫ. {АЕА РИН, ЗНАЕ 
ER. 
证 C10 ЯН УОЛ ИРА 
| E {Ëa} — ЕЕН = |En- EH 
E| Ea -E El E E P). 
HF! i, „m s =Š, 即 lim El, — £ P = 0 


ащ nl lim Еу = Еу Е, і. ‚тп £, } 
(2) 利用 三 角 不 等 式 
E| £ + PaE E Py El nË 
Е, PZE} E+E, Е ЕА р 
+ ЕЕЕ Ер AEI EENEN 
+ EE - £n 
Б P+ (ELE EE |E,- £ yT 
+ (Е lfa = [EE = +Eqt Ё |) 





* 256 + 


= ое EFI OF Z ТЕР: 


Вр v ЕТЕП <. E| £, - £ Ë 
同 理 设 Iis E= En tEn i 

可 得 VREE .EE Pev ЕТЕТ 

&k l ЕРЕ .HEF ү EELE, E 
当 п-к ссі, Ерк, -E 2-0 

# nm КЕ = EE = Ei l.1.m£, 1} 
因而 ln D: , = D: 


ЖЕЛ РАШКЕ, р. (7.8, па 1,2,3 ШЕЛ 
ERE, n, HEIE Poo, Еро, Paco, БЕ «loo, 
Кї Ë aoo, tim Кү SË, ll, no n, 
a. DOT RC HG, Ш B 
1, imat, + bn,) «a£ + bn 
证 Él af, + br, -a$ — bn 
=E:a(Ë, =Ë) + b(#, ~ #) [| 
利用 三 角形 不 等 起 
E až, + bn, — a£ — by |è 
< 08а а, E үт 
-x[Elbmns,-m|3s ç ү®——=0 
B tJ l,i,mtía?, ib, =at + br 
定理 三 ” 设 随机 变量 序列 伦 ,}、{7,} ,n= 1.2,3,.… 拘 丰 
Юн, ШЛЕМ, 135 5 — Spa, H.diuin és e£ 
Lism „=й, WJ 
lim E(£,5,) = Её) 


证 Elaa} - ЕХЕ] 
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=| EG, ЕҢ}! 
=; E(EGL -M + (Em Eg (EST E) Ci, AN 
=E Edu, — mi + E Ies EN +Ei Emm E) a пу! 
«(ЕТЕ PE g, - n Py r +tE Bm- £ РЕ) * 
+ ЕЕ. -E lE |n, - n) —9 
BD  lim Её.) -EQr) 


n 


DII 


定理 四 FJ Jr TE Fa МЕҢЕ —-[К]. BD HEEL). п=1,2.3. ... 
REUS — ЕМИЛ. АЕ BEF РП, 5. n 为 凑 个 具有 二 Br HE BS 
随机 变量 ， 且 ti. m En =E, laem £. = mp =n. 


证 АУЕ m. < Db 
= EEan} ЕЁ р ЕЕ) + E (mm) 
LAPAR, AAH EE RA, AUA ERA, 
328872 7; 
ЕЁ, mi, n) RE 0р СЕ ту} 
= Е{ jf -n P} 
右边 为 
Bib.) - Einb.) - E 48 b + Et —eEtnz) 
-E {nh} - Et + E (my = 0 
Ж Е{&—[#}=0 
Bl E= ú, 因此 均 方 极限 是 叭 一 的 。 

好 时 已 知 二 阶 矩 随机 变量 序列 个。 n-1.2.3, ), dE 
НЕСК, РЕЖАНИ е EREE, N 
ЕАН, Ru i 为 何 ， 因 此 直接 利用 均 方 收 伍 的 定义 下 
(Ë, E [m0 SERERE LUE ЈЕ RS S E JE IRE 的 。 下 面 
讨论 两 全 常用 的 判定 准则 。 
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TER Ar 

Biko n-1L2,3, ЖЛ, HL EZ, Sy < 
eo, 出 (e.g HA A F ёс m Es = Ë) EJ AE AR AERE 
pex La ~ Ëm l = 


证 利用 三 角 趟 等 式 
EE, Emi = Ej (Ë, - E) + (E= Em) Ë 
«E E. -EIE + EEIE- Ëm т 
WRF AES yK Sk F š, BH 
lim El š =ë = 0 
lin E|£-— E, = 0 
* lim E| £,- Ëm =0 
ERAEN f ЖОРУ t, ЖЕМНЕН ЛТ КЎ 
ЗЕР АЕ ТЕО. EH T RED] Za y Ek ЖЕН) НИ ИЕ SB, 
这 里 就 不 再 证 明了 。 
SEEK Loéve 淮山 
HL. n-12,8. M REB ULAERUE T4, Н El E, Росо, Mj 
СЕАТ EP i. m £, 2 6). MISES 53 F Pp SE 
lim Е{Е, Eo: = 常数 Le) 


HE: B 1, іп. =Ë 
НЕЕ ЖЖ 
EE-E E) (BEL ET E, РЕ? 
«Elt ~E, Ë El £ | 
B 815-2, o0 
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故 | Е{(&—5„)}Ё} |——=0 
a lim Eq £) = ELE fe Etui m 200) 


而 ECE- En) E- 07 PaE] G-EOQ-ER5lY 
SE E- E. E E Em P0 


Rp | ELE Ea) (E = Ea) J i0 


T e 


Hm EE -EEE - ECEE + EEE |= 0 


Iu e 


或 iim; EG - E] £f - ЕРЕ P + EG. Es) 10 


кп 


an lim KEdG E, = El рес 


n <= 


上 面 证 明了 必要 人 性， 下 看 证 明 其 充分 性 。 
P. lim E (££) = EJE Pec 


m=z 


E] Ea -Èn = El E, {#— EQUES 一 EQ, + E| Em Ë 


ak lim E|£,—-£4 Ë=c-e-c+c=0 
ip 


Tm 


根据 柯 西 准则 、 必 存在 随机 变量 $ 僵 1.i,m 5. = 5, 


p 没有 一 具有 二 阶 和 矩 的 随机 变量 序列 
4 Еп); п = 1,2,3, = L ay 的 相关 Ра Ж 3 R,.C€n;,,n;) 
= Et(n (п,)}„ 车 有 序列 {а„}, = 1,2,3, ү Xu x 


zc = Са (к), FS Rr PE BEI nun) 29 Jr lt 
Uy PI. 
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解 Ертан) ЕУ Ујаца вою) 


= ` Ylaa i ЕОР} | 


k= | i=) 
-X Ya, Е.,(К,1) 


根据 Love W dE W), пж (0) МЫЛ, ШЖ 
lim Einam) = 常数 (c) 


MÆRI YlmaR. de D= RRO < В OR В 


Y: X a, Ra (c, D r DURS 


kəl od 


EBRE RACER AHE; n-1.2.3. y 
K ИЕШЕ Л, Hli mi =b iW еи) ДЕ-- Wa РЕ 
E 且 满足 李 不 西 效 (Lipschntz) 条件， Bp 

Iien tev} М д-у| 
其 中 M 3953830. KEU.) h n212,8, «EIL EGD 均 为 
PERIL E, M 
lamt (Ea) =! {E} 
证 H Ieg) tE) МС, > £) Ë 
Ерс) ~ 1 CD PY <M2E] (E, — £) Ë 


[i li,m£,-£zmlimEIE,-E[20 
故 Dm Et t(£,) - 1) [22 = 0 | 
Bp l,i,mt(2,) =1(Ё) 
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————Ó— M u— n od 


推论 设 1.i.mE。=$， 则 对 任意 有 限 的 t， 有 1.i.m 
exp Gti.) = exp (jt, НИНЕ} ЛИР E, I Ea N 


ERRAT Б ЙО КРЕ ДЖ, AT Ea HO ATE ECC 3 + 5 
ер ER C 


$6 — ҖЕТЕ 


一) 随机 过 程 是 一 族 样 本 函数 ， 样 本 函数 是 过 程 前 一 
次 难 罕 所 得 的 结果 。 如 果 它 的 每 一 样本 画 数 在 t 点 都 是 连续 
的 ， 则 下 称 该 过 程 (ty? 在 + 点 连续 。 或 用 稳 率 论 中 常用 的 
办 法 ， 

如 果 2-0 对 几乎 所 有 的 样本 m C E Tim Ete = 
rt。 部 除了 那些 以 霍 概率 出 现 的 样本 通 数 才 不 满足 上 述 关 
系 ， 则 称 该 随机 过 程 以 概率 1 在 + 点 连续 。 

但 是 用 这 种 方法 来 定义 过 程 的 连续 性 ， 其 限制 未 免 太 严 
了 一 些 。 

{二 今后 用 均 方 意义 的 极限 米 措 述 随机 过 程 的 连续 
均 方 连续 的 定义 ” 设 有 二 阶 矩 过 者 Et 在 每 一 个 t+ 点 ， 
= potae, 6 
` lim E£(|£(t cho 一 去 (ty | 20 
BI Ect) =Li,m ¿(t +h) 


ШЖК £CO 在 任意 一 个 + 点 是 均 方 意义 下 连续 的， 或 称 ECO 
是 均 方 意义 下 连 颖 的 随机 过 程 ， 或 称 该 二 阶 矩 过 程 具有 均 方 
连续 性 。 

(三 》 均 方 连续 的 准则 
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ER- RACHELE, t€ D, Bc, t 为 其 
BHRR, ЛІКА) Е с=т БЫ Ж ЖЕ 性 
AEH AHH E (5, E CU tO € CT x Top yk sk, 

证 CE) RRS OTEL S= te t-t),t C T opis, 
则 Et £(t, +h) - (t) [2) 

elt, h, to+ h» - Rét, + h, t) 
- Rita tj + b) + Rita t) 
当 hh 一 0 时 ， 上 式 右 方 赵 于 0， 故 
lim Et £(te+ h) -&(ъ) [1 70 


5 l.i. m E(t, + ho 一 二 (to 
(2) EZ, ЖОЮ) ЕСТ 处 均 方 连续 根据 
Ж 


РЕ +, tk) - Ret, t) {= Et£Ct ҺЕ} 
- ELE£COZCOY |= LEAEZ Ct + h) - £00 JE CE + K> 
+ËCDTECt+k)- ECO TH | 
sxE Ett +h) -EO ЕСЕК De EC ECO [EC FE ` 
-ET EL EG + h) - EC E| EÇ +k) Ry 
+ (ELED PEL ECt+E) - EC) P) T 
NM t=t,C T, h =0, k-=0 时 等 式 右边 赵 于 0， 这 就 意味 着 
lim Ке +h, тк = КОЕ, to FEC, tEDEÆTE 


ш 
k— au 


Muy ВЕНУ ЖИ КЕЕ R. ДЕГ А.П), t€ T] E — 36 iE 
&. 





PREG, OWL, Ost ET 上 二 元 连续 , 则 5 Qo eu CT, 
%ЄТ _F g y 3x, BH 
Li me) = (t) 
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l,i,m £ (S) = Ë (So) 


于 是 根据 中 定理 三 得 
lim Е{Е (ЕС) = E{E Cs ECto)} 


Bp lim Rts,t) = Кз, 

В К, з= ЕСТ БАНЕ, ПЕТ х 

ТЕШЕ KCs,t) 也 是 连续 的 ， 两 者 是 等 价 的 。 - 
(HU) 车 二 阶 矩 随机 过 程 上 t) 是 在 均 方 意义 下 连续 的 ， 


BU lim E(ECt& hb)) = ЕЦЕ) 


证 根据 均 方 舍 头 下 连续 的 定义 知 
lim BOEt+ ho - Eit) у=0 
利用 85 中 定理 一 即 可 得 
lim КаК e hi) = ЕХЕ) = Rli,m E(t + h5) 


BEHT yE bba as E F, HOY ODORE FR BRE CS ДЕ ИГ ELS d 
的 。 但 党 取 极 限时 指 的 是 取 均 方 极限 。 
CHO 上 上面 讨 说 租用 于 一 般 的 二 阶 具 过 程 。 如 时 二 阶 定 

а SP АЛ, HIS Gn PO E Bi, 

定理 二 EEO, -соо<%<се} hu aE РШ АД, B 
以 下 的 各 条 件 是 等 价 的 ， 

D (FC EJ EE b 

O (#(tyy£#E t=0 ABES, 

@ Не К, (тУт – ост со F E 5; 

@ HAXAN R I, (т) те 0 26, 
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或 者 说 ， 宽 平稳 随机 过 程 从 (ty ，-~ ce<t<ce) 均 方 连 续 的 
JE ARM EHK iR EE R: (COE v 0 ЖЕНЕР 
iE (1) AED, QUSAEUPPE. HTEO ERE RRB 
ЮА, ШЇ 
EG Ch) - £06 y S El ECC h) ру 
ЕФЕС +h Ett) -EEE (t + hyy 
+E{ £(t) P) 2 R,LOD - R, , (b> 
-В,.(- ho - R., (0) = El £ (h> - АС) ру 
HO. ОАЗИЮ, 250), 
(2) 8059 
|[R,, Geh) - В, (0 {= ЕЕ + hE 
-EE (ME) =] ENDE C 50 ~ £CO T£ 00 
RET + hy - ECCT) i001 
SEJE +h) 87) PEIEO PP (根据 许 尼 就 不 等 
3 
OBOE CO ЖЛ ЖЕТ. Hp 
lim El£( + hy- Ec) Ë= 0 


й lim іВ.. +h- R) jst 《对 所 有 全 
h— 0 


Вж DD 
(32 让 (2) 的 证 明 中 ， 设 t= 中 ЕПА ЕВН 
D= 


CA) ЕВА) 
E4ji£tt£h»-EO) PY 2 2, I (0) — R, (h) 
-R.,,(—h)y=2R,, (0 — R: (h) ~ R (h) 
WDR 2 EQ RR У, MAXAR Ra. (o 在 5=0 ЕЁ, AM 
lim Е...) Re ed) = 0 
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lim Ё. (h> - K, , (0) |= 0 


E. lim ECC +h ét) ?+ = 0 
即 7 $90 

Bš, ЖП -—-1-эР ЖОЖ 3 OY ЕЕЕ, RENREN 
相关 函数 R. (DERE Mmi Rt 在 z=0 处 连续 ， 
出 该 过 和 村 为 均 方 连续 的 。 


57 0 7 Ẹ 数 
(一 }】 随 机 函数 能 否 求 导 ? 如 果 随 机 过 程 EtY 的 所 用 
Rk gute im ЕСО жк, apres 





lim — BCO жне к КЕКЕ EE Rk. BARR 


FP, BLR R ti FJ y S МОК Sh pe nuk Z ЖЕ ВБА Д 
程 的 导数 。 | 
EX RARP, tC T, 和 随机 过 程 O, 
t€ T), 84 h—0 Rf, Eth Ett ?的 方 E. 
coto, EPLET, r+heT, MIBE (б) = nd 表示 
zm. GER пф) ЭЙЕ EQUO E t= to ABIIT S T. up xp 
个 内 有 
iim g[ Eo оо | 1-0 (15 


ht 


Rif л e£ (t = 260 





沪 随 机 过 程 E(t; 在 均 方 意义 下 的 
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导数 。 
EEC ) 式 中 的 л(& 一般 并 没有 给 出 ， 内 此 往往 不 能 
用 《t+ ) 式 来 漳 断 8(t) 是 知 能 求 导 ， 于 是 采用 S5 Ch RIEN 
ШИ Жей. ШЖ 
im E{ ке rb) RIS - t+ O |}=° 
йж 5t 可 以 在 均 方 意义 下 求 旺 。 记 
+ Ey _ 





= 40. =ECt) 
称 它 为 上 tt) 在 + 处 的 的 方 导 数 或 均 方 征 商 。 
(=) 均 方 可 导 的 判定 准则 
定理 一 RAZPENA), ЕИН ОН KAA OA 
Бат, sy, ДЕС) Есе, СТАВА Ey SHE IG АРУУ 


FROS 在 (tosto) 附 近 存 在 且 在 《to,to) 处 连续 。 


ots 


证 ЕС +, тар, ШЖ 
Li m I 800) 存 在 。 根 据 Loeve IJ, CARER 


nod 


充 要 条 件 为 
lim E eC th) Ë (ta) )( Ect, s - Eo ) 


hog 


存在 。 
现 考 虚 下 面 的 等 式 关系 
g((5&* 2с X ЕС, +02200 J} 

















gp [RU th, eK) - Rt EE] 
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-[ Каа + 6,6) = Reto, ta) J 
06069 feet SFE, © ЖН аа, OR S fits to 的 


ШОЛЕ EiERE. МРН ЕЕН, dH 
СЕ (+, ta tK- Ret, to Ky] — [R (t, + h, to 


- Rtt ta) ] > n-- CR, + ,hy toe Ю 


-Rött ah, to] 


其 中 0<@,<1 
dir SE ge ct to Rb EAE НЕ, WW LE — 次 利用 
中 值 定 理 


Ë FER +0,h,t,+k)- Ret; +0, 601 
e 


-k en Rit e oh. t; OR! (09, c1) 








BE [29282-66 p 1 -ido 














k 
=Z R(t,4 ó h,t, +k) 
Hr CU .+6. 
+ 
m^ SUL (gua to EXER, P 
lim E [ lth? ida p Eer i -£u n 
Bao h k 
ко 
_ FPR, S) 
050+ tp. Ёо 
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于 是 定理 得 证 。 
由 此 可 知 ，Loéve ibid 


EE" (ta) E^ C4)? = 





Le Re. »|.. 


BUCO, t€ T # T EIE RES EE A Ph B E — Ul 
(1,0, t€ D ČRS 存在 ， 且 在 (t,t) 上 连续 。 


д105 
"T A Rtt,s) 在 一 au. t),t€ T) ЕРЕ B 83, 
草 有 下 列 等 式 


к BD) = tim pf ESEB EO E) 


К+ hb 5 Rt, Sy 





= lim 
| 


EFTA lim E čs +k} - £C) 
BOPT) =lim Efs ct) Et eS) } 


im Bes e 60,9) 
k= k 





6s 


HA EE (o£ GY = EM КО, э) = 2057 


HA UE УМЕ, 
(1) EQ. n"COX HZ HI SE GER MUS, а, b 
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为 常数 ， 则 a&(t) brt нутг, H 


EO brat] -а900, p KD, 
(2) РУУГАА Я, O 为 一 确定 性 
的 可 导 的 函数 ， 则 EDE (tyi, ETHER, Н. 


ач SECO rey piety S502. 3209 


uw UMEO] 
(3) P озеро, 


Es? (буу = EL r.i i miO) 


-üs [Ee +h) te) 


bt 


= lim 
n" 





Eit -Et c) 
h 


Ü AEE} 
dt 
ЕН, ШЖ СО ууя, MJ E? (t n З MB tm зу 
ERER AR ЧЖК, ПП EQUO 为 确定 性 冰 数 故 可 求 导 。 
(Z, 对 于 平稳 随机 过 程 ， 上 述 分 析 可 以 简化 。 

RE (1) 为 平稳 随机 过 程 , 则 R(t,s) = Ва 9 = RR(r)， 
Йн те6-5, ROFE, TET, Wd dE 04b RZ (z) 
xk, MEOELET HIA G, AEE ORO 
— R” (r) “ 

它 可 以 从 二 阶 矩 二 程 存在 均 方 导数 的 条 忻 中 直接 得 到 。 
由 于 

Каї,з) s Rit- 5) = R) (r=t-s) 
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EL TEN й? = 7 
9) = d R” (т) 
«Si t-sB$ г= 0, Jm 
д _ d? = _ ре 
5e Rit, s) EL de RO eu R” (0) 


же” КАО ЛЫ a, BRA 83 ROO 为 Hp 
y, BU R = Ri- ry, HANE ЕС EAr ER, WE 
Ж Кіту т = 0 AA ARARE, MERR 在 了 =0 为 
б, ROET 0 也 连续 ， 因 此 К 0) = 0, 

H ЖаШ ЛЧ ВЕ ВОКЕА EQUES, ЗАТЕ 
HHA SEX E^ 人) 的 数学 期 望 为 0， 即 


si га _ 
RIE (ty = EE = 0 





(pg) 求 高 阶 导数 

Ap ur BERE COB RETE SE E ct} 仍 满足 均 方 求 导 
HA Шр ИЕЛ ЕШИКЕ (t BJ Hj 3 Ж 
Ett)。 依 此 类 推 ， 如 果 二 阶 定 过 程 EO dto ШОН 2n Br 
FE LEMO $$ 上 连续 ， 则 (tt) 有 均 方 意义 下 的 也 


HERETO, Hog io = ауте, ДБ 





OReeotie(t,s) = E EP (OE (S)) 


297 d^ }- d" 
utu Roto EE SEC AE 








Mn (6,5) = E (E (t) £7? (ву} 


= P — R, i, (t,s) (тщп) 
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mR £ (ty а, M 
RgepgpeQq)aE(LPUGEDEUO) 


dimen: 
= {= 1)” —— € оп RI) 


E EG. ORMENE, M 
R..(t, вз = ЕЕ) тС} 
“Б.а, s) = ЕЕ ct) n(8)) 


= E{ii. 1, EISE 109 79) 


= Іт {ЕГЕ( + h) (9) 1 
ta h 


-ELE tni 


-liml „К (t-h,s5) - R,,(t,90) 


hu 
= 
= Rets) 


HE Reon (tss) EQUO) (зу) 

_ gt +m _ 

“са К (9 

GE) 泰勒 级 数 展开 
#450), -otoo 为 平稳 随机 МЯН, К. (ry 为 
TAHKE WR EHK А SC R, C00 A feb br ng, Bi 
Re C) {ЛЕ Br SA, H 
к... (ту = Y кү? (D 


nan 


HB R.,CO UL AED ARNUROT MEt srt RISE 
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£ (t ONERE 


EG ray = уурэн 


nr 


HP ETORREN Ct 的 nn r 3k, CAINA х 
FB n 阶 导数 。 

证 由 于 自 相 关 函 数 Re BJ S Br 导数 均 存 在 dx 
iUd F FEB. R 





уг" '(t)- tt) 
车 能 证 明 Е Ет EAr) = 0 C1) 
由 就 说 明 Ete SEE T) = Eerw - 
现 证 明 (1) 式 如 下 : 


EFEC +o - Баат) l$} 





= ЕГЕ ка) - Ёо тә) ГЕФ + т) -Ect +ту]} 
=Б{ ЕЧ + r) -Paa4nG:D) 
-E[tta«n-fa«oi[ улеа т 


根据 F. ; (7) 存在 各 阶 导 数 ， 故 RTYOO {БГ {ЕН Br 导数 。 
REY cnp A A SR ЭЕ 


КҮҮ (т) = ER Койу. AT 


n= ù 





F; menerima 
= к{[! (кт) Же “р ar] PU 


пе 0 


. 073 а 


о RC ~ > (- р” Ré" =0 


而 фа+о= у= ШУ, EE PUO 的 线性 组 合 ， 
因此 


ГЕ ту секту вт) 20 
ER. G + 4E T 附近 展开 成 泰勒 级 数 


R ,, (z+ À) = УК (ту T 


пәй 


取 4= -+， 得 


RO= 520-0) "Ri FT 


nag 


T 


R,.(Q) R. (0) = 35c- n^ RV? (D ai 


пй 





Е(ГЕФ +) - Et +7)J]JE(t Е) 


ажо етос |ғажо) 


па ў 


Са 





ERQaO- 550-10" т) a; =0 

BE — K(EGaD-ECteDU 0 
Bp Etin аят DE 
ü= й ` n} 
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$8 随机 积分 


(=) ЖХ WEG OO, ач) зу аЬ 上 
AZIE, b,n AEE Са, b] БИЕК ШИК B 
数 ， 其 中 为 一 套数 ， 现 把 [a，b] 分 成 1 个 间隔 

а =, tpe <t, = b 
JEAN St, tas l=1,23 sn, f, Ga, +4] 中 的 
一 点 ! 又 设 


S, G) = Y hd, ‚Ёё, 一 不 


= Y hd, Ed At, 


TE S. (T) Jy DL c OH ERIS ECL 46; ШЕ ТО), HA 
Ж T t, 的 选择 有 
lim Efim- St) [5 20 


maxát,- 
n == 





" A ^ t 
或 lim Е{ nen- УЬ, DEÉCOAt: }= 


matā 


则 称 Ss Jp sk F 700, ЭР ht, DEO EDS, b] E 
均 方 可 积 ， 仿 数学 分 析 中 黎 坚 积分 的 表示 法 ， 记 So 0) Bp 


方 极限 为 | һа, ау, m 


b n ^ ^ 
"Tes -| Һет) lim ht,n (L OAt, 
a тахдіё. = 0 


i=: 
JH nc - Phe, oicodt па, nëm la, b) 上 的 
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ЛЖ» 

h(t, DEAR Е ЙОВА СУ, 一 般 概率 方 面 的 书籍 
ЖЕ (ОША GEH ba, DESHI. Æ PERIS 
后 均 方 名 分 要 用 于 着 积 ， 所 以 采用 了 这 样 的 方法 定义 它 。 

НОНА, tu ШАК ЗЭК УИА, 
ЯЕ СВАЕ EIER, Ь (Е, т) А, 
3543] £O ЬЕ, yE RERA, А B AEG X ag 积 
A. BD 

L74123... = [пка ebat 


=lim Pn СОЛЕ, 

由 于 过 程 (t) 在 每 次 试验 中 得 到 的 样本 函数 是 不 同 的 ， 因 而 
上 述 积分 值 是 一 随机 变量 。 

由 此 提出 一 个 癌 题 ， 两 种 齐 式 定义 的 随机 积分 是 次 等 
fr? 下 面 用 概率 论 中 的 一 个 定理 来 说 天 之 。 

定理 RA -ELEREN F, P) 的 随机 变量 序 
AHE S HA A FEARR, ПАЖ í СТ T AR B, 
风 这 两 个 极限 以 概率 1 相等 。 

HT S。( 世 是 一 随机 序列 , S, CO PJ rr FNO l... , 
W 5 ШЛА ВАЕ RARD ELTA 1..., В, 48 据 
ERER, MALER 1 相等 。 为 了 简便 起 见 ， 今 后 可 以 把 
[70 «4. , 106) 1... В Fb iR t, UB nO AER T. 

(D) 均 方 可 积 的 推 则 

定理 hc, DEMM Ela, b] EFI SERERE SEE 


|The, тул (аут) R,, (tu) dtdu FE, 
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证 ”利用 Loéve 准则 来 证 明 。 
So = УЬ, оол О Я, 


WSB RES БОЕ BAILE f RI RS o а ,оЈар (Е —Ж 
ЖЖ, 193) 7i--BESLIY ZI 


S.G = Уу) һа, DEAS. 
于 是 EGQOSO) 


п ' A A 一 ”一 个 一 
-Е [57 УҺ, DEE OEM hoy ry А, Au 


Let k=! 


" T А TA ^ TUN T 
= hær hk, 0 E(£(to£EQULAt. Au, 


{= k=: 


= Y: » ht, "s h (i, Em R,; &, ,At AU. 
жор Ra оо £ Ct НОЗЕ к, HFX 
Кау, НАПЕ ТТЕ АЈ, LE-A MEE 
函数 。 
如 来 lim E(S, COS, 0) fF 4E, Wl fi di Loéve ДЕДІ, ст) 
Mat, MHAR ERE, ERU 
lin  E(S,() SGH 


i 
та Ац аб 


- | һе,» hu, Re t ,u)dtdu 
PEt, htni Ela bl tK ARGAE 
车 区 阐 不 是 有 了 有限 区 间 则 应 理解 六 
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lim Е | na DEd- лт) | = Ü 


"CO IE TE BUZR PET. ЗА 
Í [ hit ha,r) R: , (t ,uydtdu<co 
此 时 可 以 表示 为 
H(T) = | | hit, тосо 


土 述 等 式 应 理解 为 均 广 意义 下 的 等 式 。 

(=) H Poco ph SAO r p HL Pñ de, d nf x 
n (ry Hoi. BIR Огоот) RER, BETR ит) 的 
jg X H3 Uo nO = Ras Gs Ta), MORSA 


h 
Einir} = | htt, ого} 


= [oes DEE) dt 


"OO 的 相关 函数 为 
Кт, Ta) = Е (TOTT? 


"Ë | h(t, s) htu, то) Ф) б) аи 


《四 ) 均 方 积分 的 一 些 性 质 
CIO EGO, t€CTcC[a, bj) 为 拘 方 连续 随机 过 程 ， 
WW. te s 


ЕЦ. ¿G du {коочу }= ml IE ondu i 


«c -V| E EWE due оа) | Ens du 
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证 第 二 个 不 等 式 是 显然 的 ,因此 只 需 证 明 第 一 个 不 等 式 。 
hít, т) = 1, 则 


E [tondu n - Е Гес dudv) 
=| | EQ ODEV) dudu 
н espana ass 
=| [T Egia] }dudv 
<| f (E ёч PEI Etv) р) * dudv 
= Los š tu) |) заз |' 
<| ravi Etu, du 
= (t 一 vf 5 £qui du 
(2) щепа, bi LIYA, m 
(sl [ever | egon y du 


证 HOP EO E[a.563 БЕРИ: Ө, К, б, v) = 
ЕХЕ (п) СУУ) ЕЗИ, TEP (u,v) ila, b) x Ca, bJ E 


可 积 ， 故 | toodi gfe, DREH MBU EEE 


Н 


{к sean ВЫ =fr] Lim DEGAN, e 
=lim{ £j Y^ iu, Au, ВЫ 
# i= 1 
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<lim УЕ) EG) [ Ач, 
= [Blew m Td 
或 {e| f imwa тс Pa 
上 面前 证 明 中 应 用 了 三 角 不 等 式 。 


C3) W EG), n(t) 在 [a，c] 上 的 方 可 积 ，&、8 为 党 
数 。 则 有 


[tete e осла of £eoat es | поа 
dS а<һас, MW 

[eiat = [кер + беса 

(4) REEL b] EINES, 


n(t)- [Eau (аі «су 
70) Га, b] EIFE, Втр, Н 
n (15 = £ (t) 


Ш BAERE Нр, ME CO 均 方 可 导 。 
(Eee o) 


(БЫ |) 
= Е { | ue - E (t) ]dn n 
«GL VEU EG) EC TÀ au 
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«(Max VEL EW ~ £00 F1 


M hood ЕРО, Honc HANS, Hy 
Et). 
推论 FEOS р, EE (ОЕ, 5U 


h 
£c - £e = | £“ саг 


89 随机 微分 方程 
这 里 权 讨 论 几 种 最 简单 的 例子 。 
#1 设 有 微分 方程 
SEC s ne (t€ T) 
£t.) m E, 
其 中 тж БИДЕ, £ ЖШШЕ ЖЫ, Hs 
5 是 相互 统计 独立 的 。 研 究 &(t) 的 统计 特性 。 
解 ” 对 方程 两 边 积 分 和 
EG) = Elt) + [nodo 
TA ME — ns 
BE) EEG) +f Edu 
» Ep) = 0 时 


ILC) 三 EE 
E(GOELGOIO = Е, D (t, 6) 


здо «Ego | Wout Edo [ awdu 
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+E {| | tianar} 
=Edb + Et | EGG) du 
+E{Ẹ [Есова 


E Reo v)dudv 
ж Е{л(а)} = 0, Bu 
R, (ti, tO = E4] ESI + UR en aua 
H2 设 有 一 阶 线性 微分 方程 


SECO. =a(tyx(t) + y(t> 


Жора (tP BBC, ЯТ yo 是 一 确定 性 函数 ， 初 始 条 
ftx = x 是 一 常数 ， 则 该 方程 的 解 为 
x (t) = x, ехр{ f астача) 


fo exp{| асарда }ду 
车 a 为 常数 ， 则 


x(t) = xerit- tm 十 f. pat TOv(vyde 
HEKRA ES — HT АЧЭС ШЖ ЛЮ, Л 
ERELL EMPER EGO = 6， 则 一 阶 线性 微分 方 
EAM 
Et) =Ë exp (f. сода} 
+ [xo exp {| oen du }dv 
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Ap RS DE 100 的 积分 是 均 方 积分 。 
此 结 虹 可 以 验证 如 下 ， 
(D Ómt-t,m, E(t) = 6 
© 右 端 各 项 求 导 


E £y exp {| а(азаа}= Ë, exp If. acu) dulact) 


d f’ r 
d]. niv) exp{{ асаа pav 





=т(їуехр f a(u)du 
«T. }СУ) exp{| абшйп}а()уйу 
=t) + a(t) j "(v) exp[| acwdu}dv 
d: (t> _ i 
ik dr = cof exp (f, amau) 


+ f. (Уу) ехр{[` асап) ах | 


+0) = a(t)Ë (t) + #(t) 


Ax Р) = Р ехр{}| atwau) + j CO exp(| acwan) 


dv 仅 是 上 tt) 的 一 个 形式 表示 式 。 利用 该 表示 式 辣 以 求 5tt) 
的 均值 和 相关 隔 数 。 


Е{&(т)} = Eyexp(| асоач) 
+f Baone, i, асиуап )dv 
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Belt ta) = EEDE} 
ti сз 
= Е{ ехр(| acwan)exp(| ac dv) 


ti tz Es 
+exp(| абда )| E £00? exp( Í a(cu)duj)dv 
En to v 
+exp({ a code) [E toncorexb([coau)av 
її? kI 
‚| | Е(т(улуә}ехр{| аси)да ) 
in En ГЕ 


* exp(| a(u)du )ду dv, 


上 述 两 个 重子 都 是 最 简单 的 例子 。 对 随机 微分 方程 的 进 
一 步 讨 论 将 在 第 五 章 进行 。 


$10 ”各 态 历 经 性 (遍历 性 》 


研究 随机 过 程 的 统计 特性 一 般 说 需要 知道 过 程 的 n 维 
概率 密度 或 n УЛЫК. ЭЁ ЛИЕ МОМ КЁ ЖЩ. jk 
一 点 在 实际 问题 中 往往 不 易 办 到 ， 因 为 这 时 要 求 对 一 个 过 程 
进行 大 量 重 覆 的 实验 观察 以 便 得 到 很 多 匀 本 函数 。 

现在 握 出 这 样 一 个 问题 ， 能 和 否 从 一 个 时 间 范 围 内 观察 到 
的 一 个 样本 阔 数 作为 提取 这 个 过 程 数字 特征 的 充分 依据 ? Br 
谓 各 态 历 经 就 是 指 可 以 从 任意 一 个 随机 过 程 的 样本 吗 狐 中 获 
得 它 的 各 种 统计 特性 ， 有 共有 这 一 特性 的 随机 过程 称 为 具有 各 
态 历经 性 的 随机 过 程 。 再 此， 对 于 具有 各 态 历 经 性 的 随机 过 
程 只 要 有 -- 个 祥 本 函数 就 可 以 表示 出 它 的 所 有 的 数字 特征 。 

定义 ЕС) 是 均 方 连续 平稳 随机 过 程 ， 如 果 它 没 整 
个 时 间 上 欧 平 均值 即时 间 平 均值 必 (D> 存 在 ， 凤 
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а na LM. tan LT -ы. mm usapuaiwawwa—— ЫН: ran is ament t stem 


| 1 fT 
Ge»-lim-L.[ кай 
FE, MEEO) = E(E(t)} = a, WEER 13856, OE CO? 
Ж 1 等 于 & = ЕЕС), u Í 代表 随机 过 程 的 集 平均 GE 
称 统计 平均 ) ， 财 称 该 过 程 的 均值 呐 硼 各 访 历 经 性 。 
PS REOR HIESARI, TAE 
的 T, ECE + DECE EEEE, (C nET 
A EC EOY ARTER E, HE 


—. L]; 1 т — 
Gc ens» = lim A-[ Е «og 


EEG кту RE, ERG +т) КЕУДЕ CO BUR SL ДИ Ж 
E. LE 








= К,(т) 








ME AHED Н ЇН ЖЕ АН eds D 8E. 

ЖУ РС — J y РДАН Я, EL FR MI 
值 和 自 相 关 函 数 均 具有 各 态 历 经 性 , 则 称 该 过 程 #(t) 为 具有 
各 访 历 又 性 的 ， 或 者 说 Ett) 是 各 态 历经 的 ， 或 是 遍历 的 。 

鲍 一 “有 随机 相位 正弦 波 过 程 Et = A coscot +0), 其 
ФА, 是 常数 ，8 为 [0，27] 内 均 名 分布 的 随机 变 是 。 试 计 
算 它 的 时 间 平 均值 和 时 间 相 关 阔 数 ; 问 该 过 程 是 否 具有 各 态 
历经 性 ? 





ДЯ Ets Hm 年 | А cos (wt + 0)dt 
т-= 2Е dor 


-lim Asin eT соз 9 


T=% oT =0 
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= А т 
<ë (t ко у= limt [ Azcos(uot + от + 8) 
T-— -T 


coslot + 8)dt 


=lim 1 


1 z 
>T | А7 Гсоз(201 + от + 28) + cosor]dt 
Te -T 


A: 
= "3^ COS (T, 


从 第 - -3€ 88 中 好 ECO B LEGIE TH OC BRI ЖЛ ЖЯ!) ЭЛ 
Bet) = E (£01 = 0 
A? 
à 
# д) = ЕЕ) = ЕСУ 
R, (r) = (£ (t€ DEG) 
МАНЕ SE ЖЕ SEDIS АРЕ ES 

BI 、 设 有 平稳 随机 寺 程 Ett)= 7, EPn E R TEW 
随机 变量 ， 问 该 过 程 是 否 各 檀 历 经 ? 

解 ” 对 于 这 一 随机 过 程 ， 每 次 试验 得 到 的 样本 是 数 基 不 
同 的 ， 即 第 一 次 试验 1 的 呈现 值 为 了 ;,， 则 第 一 次 试验 中 样 
Ж ВНАУ 4500» = Vu 第 二 次 试验 ?的 出 现代 
5 Vs, WERTE CO) = Yas V. У, 两 个 值 是 不 一 定 相 同 的 ， 
但 FE 人 (t= Еле W k. ОЕ СЕС) 就 不 可 能 依 HE 3 1 5 
En 相等， 因此 本 例 中 的 过 程 不 是 各 坊 历 经 的 。 

从 例 2 可知 平稳 随机 过 程 并 不 一 定 莉 是 各 态 历 经 的 ， 由 
旋 提 出 一 个 了 问题， 一 个 均 方 连续 平稳 随机 过 程 应 该 满足 怎样 
的 条 和 件 才 能 是 各 态 历 经 的 ? 

定理 一 均值 各 态 历 经 定理 平稳 随机 过 程 8tt) 的 均 人 入 
BUS fe ds B ESTE BU Е 
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К, (т) = 





cos ФТ 





ar 
limh (`(- уск, (туи. dr = 0 


证 ЕСУ АК en mg IE у E ЛУН p 38 са n 
所 得 到 的 上 (人 t) — riw ЈЕ ЛХ qe], IJEDRELBY. MIHA» 
的 均值 和 方差 。 

E (£5) = Etim [ seat] 
AR PLA oK EBE KF, H EEO) =u, KH 
В c0» = lim-de | EG) dt 


DKES) = KC KE(05 ~ ue |7} 
=E{ KEO) P} = la Í P 


. i T - 
=lim E n Seo | Баа) - La P 





E4£ Ct OEC) dt ax = | m P 


m. 
= lim m | | . R а-па | -4 ar T 


CR Ct,- ta) = Ls PIdt dta} 
E 
- lim g m f. C,c, -todudt) 


其 中 C, (t, -t= R,G- 60-и 上 代表 去 ty 的 自 协 方差 
m. 
qo ЕАН f y, HIEMER, 5 


Ер Ёрат, ti 十 二 一 下 
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I7 UA + c RC eT aman NE MORBO RR PPM ЧИС Та Trump ca алтан Ke стст 


а= ~ t+ 











Н 4-4 
于 是 变换 的 雅 可 比 式 基 
s ó | 1 1| 
peso „| чо 2 2 1 
800 jon өш | 13 1j 2 
| дт Bu 2 z | 


积分 区 域 按 图 4-4 转换 ， 于 是 


DitGd etim 人 Cet- todtan} 








eH 1 зт Tol 1 

lim{ | тт us z^ санат) 
E" 1 [y _ 

= limf TE F. r2T -|r411C. (oar) 
NT 1 DTU (a dr] 

niea] uo )e cn) 
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= lim{ ау [i-l и] LR. (r) - рн, y jdr) 


MIEREN HEERA, Du ERE ЗД E n BU FJ ff Еп= С 
(常数 ) ， 方 差 Dn= 0， 则 了 依 概 率 1 等 于 c。 现 在 
Ei<Ë(t)>yi =a, 
r i і [^T [ti 


-iT 
MM 


ДЕСУ Е 1 F F£ (t>) a BbOODo? 以 概率 ] 
FT E15(t)} =a, 的 充 要 条 件 是 
iafe b den mure oe] 


这 就 是 过 程 рар 
НЕ Б Eq ВОГ, MJ С,(—ту=С,(т), 

R (-ту=К (1)。 对 于 实 平稳 随机 过 程 EGO ， 均 值 满足 各 

态 历 经 的 充 要 条 件 咏 

lim f h- Zeher (ту - pildr=0 


定理 一 нінен FAMAE) 
ВВА R, (7) 其 有 各 访 历 经 性 的 完 要 条 件 是 


Him >= zT D-4 jul p ]ЕВ‹а)-|Е, (t) ач) = 0 











其 中 B(u) = E(Ett r+ ч) ОРОТ) СО) ) 
其 证 明 方 法 和 定理 一 相似 。 
在 实际 应 用 中 通常 只 考虑 定义 在 0<t<ee КР ШШ 
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АЛЫ, EaP F, 上面 所 用 的 时 间 平 均 都 应 以 0 
2 上 的 时 间 平 均 来 代替 ， 因 而 相应 的 各 六 历经 定 建 应 该 采用 
下 述 形 式 。 

定理 三 ”平稳 随机 过 程 #(t) 的 时 间 平 的 


c» і |. Ectodti 
MEP EEG) =н 依 概率 1 相等 的 充 要 条 任 是 
im{ [е соаг} o 
шж АЗРА, ИЖЕ 
Јен) 
定理 四 PRERE БОН Н i 38 


€ e DEO» = limi d Lf tarna} 





HARHAA ЕЕС + т)Е( ) = R, (RRE 138 358 09 ЖЕ 
要 条 件 为 


lim[ 1. Í f- 12i peo -IR e» Bjdu-6 


To 





其 中 B= EQ te шщ) (+ (Е e 0) EQ 
如 果 &(t)? 是 实 平稳 随机 过 程 ， 则 其 充 要 条 性 为 


imf Ap fi- AJB -R Odu 
各 态 历经 定理 的 重要 价值 在 于 它 失 理论 上 给 出 了 如 下 保 


证 ， 一 个 平稳 随机 过 程 只 要 满足 了 定理 一 、 二 或 三 、 四 中 的 
充 要 条 件 , 合 可 根据 “时 间 平 均 ” 和 “和 集 平均 ” 臣 概 率 1 相 等 
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的 含义 ， 从 一 次 试验 所 得 到 的 样本 函数 84t) 确 定 出 该 过 程 
ВАМА Ж НАН Ж, Вр 


; 1 fT _ 
li mr | „юш = Hs 


下 一 = 
Б i 1 f" = 
或 нњ -| ebat ед, 

lim A [^ га 00а: В. (т) 


或 im 二 十. Ест) Са = R, (т) 
T=» T js 


юзо H ERACO, TILAT ЕСА — E 
Ж, MERIA ARKAA Ы FAJR: 


^ 1 ч 
рн. = — dt 
R: ZR, i[ie 
„© _ 1 т-т 
R.GD5= Е,(т)= ul. EEC + dt 


a l1 p - 
- т | ios туа 


HR AJB Eco ELFRIEN ERARE. 
根据 以 上 分 析 ， 可 以 设计 出 一 种 模拟 式 自 术 关 分 析 仪 ， 
如 图 4-5 所 示 。 它 的 输入 是 被 测 的 随机 信号 。 由 x - y 记录 
хаи Аа Н АЯН АЖ. 
- 般 说 ， 在 实际 应 用 中 不 可 能 给 出 EDO EKA, A 
丽 用 上 面 两 个 式 子 来 估计 js、 R,(r) 时 ， 通 常 采 用 数字 方 


法 。 如 图 4-6 招 [0， 了 ] 等 分 为 N 个 长 为 At= EEA, 
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AEU) EIDE- 0) 


E 4-5 


ER TERRE UE. -(&- lat, k= 1,2.3,--., N 对 E(t) 取样 


得 人 个 样本 函数 值 ，xv = ECGO, Ке 12,3, ^s N, 





二 Hi- 
Ej 4-6 
m ^ olg 1. 
Td m = = x At = = > x. 
kal к=] 
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R EI т, = CADRAR iR Sk yh ЗК, 


Lun Nr 
Rn)= i POXA! 
T k- 





1 H- 
= 1 Уху, 
N-r = 


Ap Be x fi И АНГАН r= 0,1,2, «25 [n] 8 8 A Ж 
ЮЖ — Ж CELOS. 从 而 可 以 作出 自 相关 函数 的 近似 曲线 。 

符 态 历经 的 条 件 是 出 较 宽 的 ， 工 程 实际 中 轴 到 的 许多 过 
程 是 能 九江 足 它 的 条 件 的 ， 不 过 要 去 验证 它 是 将 符合 充 要 条 
件 ， 往 往 比 较 困难 。 在 许多 情况 下 假定 它 具 有 各 沪 历 经 性 ， 
从 这 个 假设 则 发， 对 所 得 到 的 数据 进行 分 析 处 埋 ， 看 其 结果 
BEIRO, WERA TRE ERLE AEH 
Hio 


811 两 个 或 两 小 以 上 的 联合 
平稳 随机 过 程 


在 第 -- 章 S4 中 已 经 提出 了 要 研究 两 个 或 两 个 以 上 Ef 机 
过 程 的 联合 分 布 和 和 数字 特征 问题 。 

如 果 把 两 个 至 稳 随 机 
IEY, пон] IO £0» SELE) eO) 
加 法 器 的 输入 端 ， 于 是 加 
法 器 的 输出 为 Et)y = 500) пе 
+000), BER 4-7, ME 
的 问题 是 输出 过 程 上 人 t) 是 
TF 

E(£ct- 0L4Oo 


E 4-7 
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=Е{[Е(+ту+л(%+тгуЛ[Е(%у+0%)1} 


e E(E(t + TE + Etn(t erm 
+ E(£C + TY 80) + Бат + ryE (tyy 
Ro (т) +В, (туж EQ Ct nOD) 
+E(mt e )EQ)) 
上 式 中 右 端 的 后 面 两 项 是 4(t)、7#7(t) BARRERA. 
ЕДЕ 玉 是 t+? Н], РИИ ШАЮ ОД Ж ЕС), 70 
均 系 平移 过程， 但 其 和 tt) 并 不 一 定 是 平稳 的 。 若 要 求 输 
出 对 程 $(t) 也 是 平稳 的 ， 则 对 过 程 (ty 和 和 过程 #7(t) [al PU H. 
关 函 数 也 要 提出 一 些 条 件 。 
定义 ЖЕО), ytt) 为 两 个 平稳 随机 过 程 ， жин X 
ЖЕСЕ A D ЖЕ ИЕ + DECO BORSE DELE ЖГ. 
而 与 t 无 关 , 则 称 两 随机 过 程 5(t) .3Ct)? 是 联合 平稳 随机 过 程 ， 
Вр 
Е{Е( тәті) = MI ty=R,.(r) 
E. (zt +905 (ter, t)=R.,(z) 
RE TE ye sal T} 
HEKE), nt) 是 平稳 过 程 而 且 也 是 联合 平稳 过 程 时 ， 其 
和 zt) 才 是 平稳 过 程 ， 即 
HEt ADEM = К. (т) +R.,(r)y+ R,. (T> 
+R, ,,(ry= R,. (r) 
МРН ДЕНИН pP ЖАН Fk AA E y Pi bil i 
程 为 联合 平稳 的 必要 性 。 
аЛ EGO. n(t)BO X pA -tE HL 
(12 Rae R, CFT 
沙 Et)y、?t) 的 为 实 平 稳 过 程 ， 且 又 联合 平稳 ， 则 


" 294 € 





К.) = Raal- t) 
WETA, 200). CO EDS SE SUR, E Ag ЕА Ж, 
{Нарм Н ЇН ур, 
《2) # 500. OAKEN, Н АСКЫ. 
则 ЕҢ ЕС) + АДИСЕ вт) 20220 《入 为 任意 实数 》。 
或 R,,C0 +22R, (z) +22R (0) 0 
即 [Ro TD) YER, a (OR, (0) 
同 理 CR COFER: (0)R, (0) 
СС. Ст) ЈС, (COR, (0) 
LC. OO TP XC,uOGODR C0) 


$12 遍历 性 的 应 用 


《一 ) 遍历 转换 技术 ( I) 利用 遍历 转换 技术 测量 共有 各 
态 历经 性 的 毕 机 过 程 的 均值 。 

遍历 转换 技术 是 近来 发 展 的 一 种 方法 ， 它 用 来 测量 某 些 
对 象 的 一 些 数 字 特 
ЛЕ, ПРИН, АНХ 
数 。 其 特点 是 对 模拟 
量 的 测量 对 象 不 需要 
采用 乘法 器 和 积分 器 
就 可 以 得 到 上 述 数 字 
特征 ， 在 精度 上 可 达 
到 较 高 的 程度 ， 而 且 
fec RISE, 

首先 分 析 它 的 原 
H, HEAREN E 
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ЬЕ 4-8, HH hiya siti mio ЫР; RRRA 
一 时 钟 ， 它 给 出 取样 时 刻 txf 在 时 刻 t 对 Et 取样 得 到 
EQUO, 900) 作为 参考 电压 是 上 共有 淘 急 分布 的 严 平稳 息 历 随 
PLR, ТЕ ARER AEE BOO nO. Id, gg 
器 输出 z(t ) 为 
1 ON£G 020) 
«os (其 它 ) 

由 此 完成 了 一 个 从 模拟 量 到 数字 医 ( 二 进 制 ) 0) pei, 0 
EG. )->26%,)„ A SEA MI. BOO. тат), zo 
的 关系 见 图 4-9. Æ ERT, Bili ER (ZO Е 
T £comd ims ip E. 





o — — Ф 


图 3-9 


定理 ЕП) fü n(tY AAEE SR DIT SUL 
ilf, vCO Bj НЕЕ ДЕЧ T (0,00 у, 5 (00, 
(t, k21,2,8, eja R ER A, to mte turns, 
• 298 。 





DEM ME 
5 tofi FH » 


x EGO) = ТЕ, NU 


C1) Ра) = 1}= EEEE) 


(2) E(E = im 一 一 УЛаб@б,) 
n — Kel 


WE (l) BI zƏ(t, йз v ^g 
Pizia 1р РЕЦ, ә) yy . 
= ff tept ,Сх,у`Чхду 


x>w 


Ci Fl АТАУ 


^ x 
[| | E. na, (х,у) 


.dydx 

EE £Cto 0, (£0 0, 
Fm 4ш FAEM so) 是 相关 

统计 独立 的 平稳 随机 过 程 ， 故 





= {у 
P¿iz(t.,) = 11 一 f. NN cxin, Cyodydx 
E х 1 
= [i cof asas 


ELECO) 
ü 





l1" - 
= (хе, сойх = 


КЕЛЕЕ ЕТ «ЖЖ, PEG OSa iA 
《232》 则 于 zte) 员 能 取 了 两 个 值 4 或 1， 而 
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Pit.) = 1} е PEOL L be c lg 





Pi(z(t,)s0) = 1- Pirzct, )= 1) = 1-46 


AH s = EQ, ЩТ ЕСП) Н Ж, Bapt 无 
关 ，z(tx) 实 质 上 是 具有 遍历 性 的 平稳 过 程 。 因 此 


E(z(t,)) = lim È Уак) 
тазы k=; 


EARE WHF, TE 
Etzttey} = 1x Piz(t,y= 15 = Piz(t.)= 1} 


-— 1 = i x : 
TREO) slim 200 


E(£(t)) «lim Уа) 


п. з. п кез 


土 式 依 概率 1 相等 。 

由 上 述 定理 可 知 ， 为 了 获 待 上 tt) 的 数学 期 考 ， 只 需要 在 
遍 质 转换 右 之 后 ， 在 输出 端 接 一 个 计数 器 妈 可 。 因 为 上 式 中 
右 端 求 和 相当 于 数 ztt.)= 1 的 个 数 。 这 就 是 利 朋 遍 押 转换 
TUR BR £COJH B m Jr 

《二 ) 8 Bi ИНЖ Y 科 用 遍历 转换 技术 以 求 输入 
st 的 相关 函数 。 

利用 上 上 上述 原理 可 以 求 二 个 遍历 严 平稳 (联合 平稳 ) 随机 
HE EOMER, ERRELE 4- 11。 

HAEE С) ЗР Wu HE 
EAH MEPER D DAERAH, 
HEUD FR ISTA TR Е С), т), MAAE 
f) 也 是 严 平 稿 前 S (t). £ C ЮЛЕ ВИЖ, ui 


+ 298 = 











марте ру 
PERENG) 


Ш) 


BABRI) &O 








PALE Talt) 
арусу 


WARG D 600 





图 41 


EE DEt- 0) = Ra £ (ty#5; 7. (t) ms ODE SEITE 
їй зл, £200 Em CO mn CO RAE TER SE 
BESO, OO. ЩЩ 
1 OWN 5,9 9 (t. )) 
Ы) = 
Z (t, ) » (其他) 
t t 
ъ@шу= {| Ооң E, (t, )2>2n,(t, ))› 
0 《其 他 ) 
令 z(ty) = z (t,)z,(t, — 7) 
1 (Et 5D Eau T T) mtu TY) 
1 (t - 
mij Zit) " 《其 但) 
Piz(t,) = L} = PE (ту, >, 
£j, — T) Heu — 1)) 
. 299 + 





“1,10; em XE Ie) 


JE свк): Свету (XI A) 








= 2, . f Х.х ЇВ СЕЕ (£y D) (X, Ka) dx dx, 
= Ri, (tu, t, = i Кат) 
由 于 {z(t ONENA D ES 


E((to)-liml 120,0 Gg НАР 
70 (009) 1х Ра) = 1р = Каст) 


Ш В...) = oz Н: Уа) 


WU ДЕ ЕЙ АОН z(t,) BEITIRA METTIA 
1939) (t. ЕСЕН НРС А И; WME) = E), 则 可 以 
RIF 500m Ө АН де Er. 

ТЕ ETRAS ЕН B {НЕ Тод К, (f P (L (t.yə>a {И 
jJ, PL o HBAB Jx, 

(E) HAARAA IUE МА И 0 ӨЯ JS HR ЕБ E TT ILS 

ТЕВЕ P3 8 Ја ИИ fei So pde R RU re ЖЖ ОШ dé 
ара АЗ З BE. БЇШТЕ ЗА ЖЕЙСИН И ERE TE 
在 着 周期 性 的 回 淡 信号， 又 存在 着 随机 噪声 ， 需 达 技 术 中 的 
一 个 重要 问题 诗 是 要 在 曝 声 背 蜂 中 识别 十 否 有 周期 佑 号 的 存 
在 。 

É у) = s(t)-+ n(t) 

УОК k OLAN Hi, sCOPGERUMTERST Dë HL ТН S, HE 


‚ 800, 


stt) 的 均值 为 罕 ， по ВЛ, H E(n(t)) = 0, stt) 
Jin CO Rig ug а MER И 1н (假定 Eln(t)} = ОЕ (8 (ty) 
= 01у Y is EU iix ЇН qr Н т К ЕЕН). 假设 
sGYRInCOJEB f $3 ID ER ERI ТАРЕ, 过 程 ， 则 ytt) 
的 自 相关 两 数 为 

B,,G)- lim [Туула 


1 
= lim-! J “stt +T) +n(t ът) СС) + nct) ]dt 
T--= à 
. 1! 
= лт; | att a rys(tydi 
IS T ijs _ 


г! 
+ lima п(ї тупі idt 


ra 
+ lim | stt + zin(t)dt 





T 
ilim} nit + r)sct)dt 
` 2 


=R, T) +R, att R,íO + R, (T) 

HET SDA пон phar, HOEds(t))-0, E(ntt5) 
= 0,90), nO ИЗ E GS DE ER TE XR. (7) 20, К,,(7) 90, 
pp БК,,(т) = R, CO + Rant) | 
TAREIS E ВЛАК АЛЕ, EL LR 
美 函 数 的 周期 等 于 随机 信号 的 同期， 而 当 тоо 时 随机 噪声 
的 自 相 关 冰 数 民 ,tT)->0。 央 此 当 ?r 增 大 时 信和 号 总 能 从 噪声 
中 分 出 来 。 

如 Qt 为 正 态 分 布 的 平稳 随机 过 程 ， 下 ta tt =0， 


801 








Е. (т) = otet {у= Acostot + 02,8 41g ^] 23 T [0， 
22] ВЕ АЕ RE, А. o уж, 


hid К, (т) = -全 -cosor 


A: 
R(T) = ——— cose: + ate aist 
2 


图 4-12 给 出 了 K, (ry, Rah Ran z foe 3 R. 
МӨ arti ЕЦ, Аё o^ X48. RETEK, Ra OOR 


ато, ЖАЯ К,. (т) = 5 совок 这 一 项 ， 它 是 一 周期 


性 函数 ， 因 此 总 能 检测 出 
X. Hkc 足够 大 后 发 现 
R, (O tB НҢ PE PE Ж 
的 人 性质， 说 明 输出 中 包含 
有 周期 性 随机 信号 st。 
т К К, (т) 
不 呈现 周期 性 ， 则 说 明 输 | 
出 中 不 存在 信号 。 这 种 检 Ra) = IE coor 
测 信 号 存在 与 否 的 方法 称 2 2n 
为 自 相 关 法 检测 ， 它 是 用 
时 间 来 换取 “在 噪声 背景 中 发 现 弱 信号 ”的 能 力 的 。 

如 果 事 先 已 经 知道 被 检测 信号 的 同期， 那么 可 以 利用 妃 
关 法 来 检测 信号 。 与 上 面 所 讨论 的 自 相 关 法 相 比 ， 互 关 法 检 
测 更 如 有 效 。 

Be UL Hb 55 

ус) = sct) 2 ntt) 

式 中 sO RERED S CRANA EAM, nS 
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R "5 {т) 








R ankr) 


B, nkr} = ate] 


Зн ЙН, H EIC =0。 

在 互 关 法 中 接收 机 内 部 提供 一 个 与 s(t) 的 周 期 相 则 的 
周期 信号 gO. 3S nC E gtt) 相 至 统 计 独 立 ， 且 具有 各 态 
历经 性 ， 守 是 y(t 和 g 引 ) 同 的 互 关 函 数 为 


В,,(т) = tim L[ [3(t) - nct) Jgtt - rydt 
=lim +j s(t)E(t-—T)dt 
T= T J» 
+ lm 二 | n(t)g(t- rydt 


而 limf’ пев dt e R,,(G) 


zE(mnt(t)g(t-7)) = Ein(t) o Etlg(t - туу 
= 0 
IK sCOUBI g CO АНАНАН ЛЯ, ЖН. Ж E ДЕ OS] RB РА 
4x. HERAB SCOM ER. CERAH К,„(т) 共有 
—34, ELERA. AE aAA RMR Ep CERNI 
那样 需要 经 过 一 段 较 长 的 时 间 r ВЕЩА p E 
存在 有 周期 性 跟 数 ， 内 此 互 关 法 检测 更 姐 有 效 。 伍 是 在 互 关 
法 检测 中 必须 事先 确 知 被 检测 项 号 的 问 期 。 
(四 } 自 相 关 法 检测 中 增益 的 计算 。 
实际 上 相关 器 的 取样 平均 时 间 工 不 是 无 限 长 ， 因 此 相关 
器 的 输出 仍然 存在 着 起 伏 噪声 。 下 而 计算 自 相 关 和 检测 得 到 的 
增益 。 
为 了 便于 处 理 分 析 ， 设 周期 信号 为 一 随机 相位 的 正 芝 波 
її, Bl 





* 303 * 





ot) = E,sin(o,t 4 0) 

其 中 Em 0. 为 常数 ，8 为 均匀 分 布 于 [0，2z] 闻 的 随机 变 
EF, dE CORBIS BS E = Ds 

X WEBER noms Enc = 0, ncomogrsss ei, 
DnDCO BERGE. late, CGncoT»-oi,0i dt 
3E уч [Ку X SR, TERA S SY B U dao 

于 是 相关 器 输入 的 信 杂 比 为 证 -= -E- SL, 

Wez(t,ry=[s(ty+ n<(t)][s(t-r)+mn(t- r2] 





理论 上 采用 民 ,v(r) = imd җе, тубе, BEEM HHM 


甘 器 中 工 不 是 无 穷 长 ， BAJ T ін р YR n 
ИЖЕ R (r). 各 所 得 到 的 和 值 不 Б R,, (r) 
+R,. (z). ПОМАЧ 则 绎 过 较 长 的 ?后 


К,,(т)= R. , Gz) = Ea cos фт = E? cos waf 


ini TOSHGB. RETARA RTEA (прод), 
则 z(t, тура Ар БЕН k ARB, 6 ВИ E H, 
它 的 方差 为 


其 中 o: 代表 zft，z) 中 一 个 样本 点 的 方差 ， 而 
ої= KE(z2(t,rTyy—- [Eiz тур) 
zGHE,T) - EGG, 0T 
G(t,7)» = C[sCt) e n(t)]Es(t - т) e n(t—37)15 
s=R,.G +R, GO) жЕ, тә, CTF) 
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而 К,„(т)=0, R..(020 
当 ERKE, nnt- nä REX, m 
Rant} =<nítinit-r)y= Е{п{%)п(%—т)} 
=Eintt)}E{ntt ~ 1)}=0 
于 是 可 得 


Н 
<z(t, T= R, .(T)y= Za соѕ с.т = Kienswnr 





Ха? ta T) Y = ([s(t) + n(t)[s(t - 7) - n(t - туру 
z6stsu-T5»r-qme- r7» 
Tést)n*(t - тууа In*(t)s*(t - 7)5 
4-2€s(t)s(t — r)n(t ~ туу 
T2€n'(ty)ys(t — z)n(t— 1)» 
+ 46sC(tos(t — r)n(t)n(t- туу 
+ 24sCt)n (t)s?(t — 155 
42€4s(t)n(t)n*(t - 1)» 
其 中 
<55(+)5%(1-—-т)) 


= lim E sin*(g,t + 8) sin*(oyt - w  0)dt 
б 


T= 


= lim 1 ЕҢ [1-соз(2в,® 
= T AC wot + 20)] 


T>e 


> [1 — cos(2¿o,t - 20,7 + 28) 1dt 


中 一 一 





Е; Ej ЕЗ E; 
= —m "т COS озот = — m + — (3costeyr — 15 








4 8 4 
Ei ; E; E* 
= COP + ——— = Ejcosho.ar - L— 
4 ° 8 ° 2 





(n(t)n?*(t - 7)) = E(n*(t)n*(t - 7)) 
Rint Efnt - 0) 20; 
(PC nt туу= 4520) 4E Gr? (t туу 
= (Sst) nt T)» = Ežo 
{п{(%)8%(+#-туу= E*oj 
€s*(t)s(t - 1)n(t— 2)» = Ets, (t)s(t - r)n(t - туу 
zE(GH(t)s(t - Tr) E4In(t ту) 
= <s tijstt-r)»EIn(t-T))»20 
(n?i(t)s(t —- r)n(t туу 
= <n2K(tyy<s(t—ty)Xn<(t-+r)y>y= 0 
<s(t)s(t—T)n(t)n(t-—z)> 
= <s(1)sS(t-—T)>Xn(ty)>y<Xn(t-—r)>=D 
C<s(t)n(t)s*(t-—r))=XsS(1)Se(t —T)>(n(t1ys=0 
<s(tyn(t)n°“(t-—T)>= ésCtt)o(ntct)ioen'(t 1)) 
= Ü 


toi вк Кісі 


因此 zt, T) = Е4сов?ф,т + B 


К ols E roit Eoi 
HETTA DRT t, r 无关 。 
n TEE ACE HAST AEN 


EC - 
Rl aT = LI z 
о%=--в: 1-1 2 t0!42KRE*'o] 


ЦЕЛ SEE o? 可 以 不 断 下 降 ， o5 nocent о? 
ае РА, ШУБАТ BB ngu 09 y К NS 
=, Fe АНТАНАС ШАА Н, НЭС АЕН 


* 306 • 


We Ж I1] 3 73 48 {Н 3 


i—— 
N,,-o- JI toite) 


n 


ARAR RIAS BOO HDE AH IDIOMA, CAR 








Е? 
值 为 Sa cU 
因此 睛 相关 器 输出 的 信 杂 上 比 为 
So ， n E: 
R. = to log (xr) = 10log o gris arr 89) 
n 
710 oso 1 a5: o; ] 0 





Жо, = 10, Bp 输入 信人 杂 比 Si = ERR: = -20dh， 


Яр 4 n= 2 x 10+ 4x 102+ 12204100 6 Ra. = 0db, Bp n 
获得 20db 的 增益 如 果 选 用 n20400, Mihe Ro. 
6dh, 2681 n =50000, Mi FR... = 4db， 即 可 获得 2441р] 
增益 , 这 时 可 以 明显 地 检测 到 输入 yt) 中 存在 着 周期 性 的 随 
机 信号。 从 上 面 的 公式 也 可 以 看 出 增加 可 以 增加 输出 的 信 
ЖЮ. 
CR) 开关 法 检测 中 增益 的 计算 。 
和 和 上 节 讨 论 自 相关 检测 中 增益 的 计算 各 似 ， 假 定 
.yG»ossct) + n(t) 
s(t) = Em sinit +f} 

其 中 ES DU, o 为 常数 ，9， 为 均匀 分 布 在 [0, 27] 内 的 随 
HLE, B sCt) ЗВЕНО Е КАЧА, п <t) ARS, 
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Etntt) =0,Ю{й({®)) sol, поз E &dB ETE aty 
= 0, iqn'(t)»-oi, HB EE EI ps d ao FELH #5 18 


AIAR р = -Eh 5-1. 


о, Di 
在 互相 关 器 内 部 提供 的 周期 信号 g(t) 为 
g(t) = Em Sin (wot + Hz) 
其 中 E,= у, 6. 为 随机 变量 ， 但 s(t) 与 g(t) 是 相 


参 的 。 
ж T-co, W 


Кушту =lim 1 (тас + n(ty]g(t -rydt 
T + n 








-lim 1а, т)а+= R,,(r) 
T -+œ Г в 


ERP zit, т) = [s(t)y + nit get- nE. E 
ARET Тоон), АНН H Bus ER 
К,„(т)=К,„{(т) 

= lim + [EnEn sin(ej + giysin(o,t — wor +8 dt 

= E,E,cosQum,t + 9) (0 = 0, 82) 
ЕТТ, ВВЕ pa O (2 ЛЕЯ REEERE, A 
V8 CREE SE S5HIS ER JÉ ДЕДА Н, О n AA ЙАН Н) АЧУУ, 

ШЕЕ АК РЫ z, DRAŽA oi, ШШ 1 个 样本 值 于 均 的 
方差 为 


о? = loi 


而 о = а, ту) etr 


sE(Q C, т)}-[Ё{5(1,‚ т)}]% 
{ж(%®,т)ў «lim L| .sc +n(ty]g(t-— rydt 
Tes . D 
= Е,Е,соѕ(оот + 05 


(z* (t, slim] [s (t) + nCO Jg (t - z) 3°dt 


=lim if Esc) ГЕСЕ - т) di 


T—— 


+ lim +f sct)n(it)Eget - 7)3?dt 


т-= 
+ lim 1 fino Ptg- эла 
lim т), 
其 中 mieten 
T- p 


T= 


1 2 
= lim И Emm гү. cos2(ot + 01 
Te 0 4 


e [1 — соѕ2 (0,1 — 0,7 + 0,0 Idt 


- s + MEM соз 200.7 +9) 


=Е{Е:]|! + cos 2tosr + 8)] 
= geil ++ + 2cos? (005г + 0-1 . | 
= БЫШ. + Е{Е[соз\(Фут +8) 
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lim A s(t)n(to[g(t - t) dt 


= овес r)n(t)> 
= Eis(t)g%(t —r)yn(t)> 
zE(s(tyg'(t - 2) E4In(t)d =Q 


lim 1 [nct)TTg ct - турах = (n? gt - 7) 
= Eint)  Eig*(t т) р Cnt Et - r}? 





= у? E: 
、 EE; 
故 GT)» S V ETEI cositor + бу жа? Е: 
бї = GM.» - 14266, туур = = < LE 


LEARRA С. OO Л ЖЫ, DS. 而 . 
gi- 1081 оң 312 


КЭН ТШ Жан йн уте, РИНЕ А Бан bi 


Зу ГИА 
N, = с = Z= E. Loi E, 
而 相关 器 输出 的 信号 、 即 它 的 输出 理论 值 为 


(st) + n(t)]g(t - т) = E, E,cos(o,t + 0) 


故 相关 器 输 册 信号 的 均 方 根 值 5.. DSL, ROI 


HEREA 
Sae nE 
R,,:-20l0g,, N = 10 log prt (db) 








= 1010 P. (db 
0 1236: ) 


* 8310s 


上 述 结果 表明 输出 信条 还 与 本 地 信号 E, 的 强 弱 无 关 。 ` 


ШНА р = ge Hle c 10, dmn d H 
n = 50000 I | 
50000 
KR. = 1 — = db 
t0 logio i + 200 24(db) 


x B Н. AR Sk КЕЙИ n] ТААК ЖЫЙ ag 24db + 20db = 44db, ЕЕН 
相关 法 检测 所 获得 的 增益 高 20gb 。 从 这 一 点 上 说 互 关 法 检 
洞 优 于 和 白 相 关 法 检测 ， 但 是 世 关 法 检测 需要 事先 知道 输入 信 
导 的 周期 ， 要 在 相关 器 内 提供 一 个 相 参 信号 。 





习 题 


1. ШЖ МС), tO, Ж, 

(10 PIN(tG) = К, М) = К), Btn t nud 
"ma 

(25 FREE TS {ТЖ ЖИ ВА. 

问 该 过程 是 否 为 平稳 过 程 ? 

2. 投 有 一 个 最 - MEEMI BRE SE ER 
Ж АШ Т: 

С1) £CO KE SG An B HU EE МСО, o2), 

C2) 时间 f ip E ЖПК HHR IK BS 3k АНЫ, 


BJJ Pik, r) = Ә-е-. k=0,1,2, 


сз) ЖГ Н Hs E КЛР E IE А E dx 3 dp No, 
2)。， 这 个 脉冲 幅度 值 延 作 到 下 一 个 电报 脉冲 出 现时 保持 不 


03117 





Ae, ТЕЛУ re EUR np P 0 W Ө ЖЕНЕН Н ЖН ОНУ, 180 — 
А нн, Ж v РЧ НЕ ДЕ ROI 

CA) AR [STE [RO [8 РЧ Ж ЕВ ЖЕЙК SP [ЖОЕЛ НИ 
独立 的 。 

它 的 样本 函数 如 图 题 4-2。 





ЧЕН 4-2 


(1) 试 求 它 的 西元 概率 密度 菌 数 ， 

€20 试问 谈 过 程 是 否 平 稳 ? 

3. B5. É 为 独立 同 分 布 随机 变量 ， 且 将 S5 E T 
ODE: 又 设 有 随机 过 程 | 

пу = ¿ sin (Et) (t>o) 

Ж CH) ло xb 

(2) n(tyWJ4 iiir. 

а. 设 5tt) 是 实 正 态 分 布 平稳 随机 过 程 ， 它 的 数学 期 
0, WEL 


„1 147134047: 
по роо] 
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试 证 明 ELIG} = J cos" ik. (7) 


XH k 0) 8C Cr) /ol, CLOSE EC Bp 75 36 函数， 
= C, DRE Е), 
5. EAMH S(t)=zsin (6+0), -octa 


Atho, 0 尾 相 互 统计 独立 的 随机 变量 ，P(O -= 7)- 1, 


P{fe= ~ 2 Q[.Z 8514 4-5 ЕЕС) 


是 沉 平 稳 随 机 过 程 , AEO 不 满足 严 平 稳 的 条 件 《不 满足 一 
级 严 平 稳 的 条 件 》 。 
6. 设 z 为 随机 变量 ，6 为 另 一 随机 变 景 ，z 与 9 相互 
统计 独立 ，8 均匀 分 布 于 (0，22) 间 ;又 设 有 随机 过 程 
E(t)-zsin(ote8) (-o«t«c6) | 
Xp oo 53638, o>0, АЛИН ТЕЛЕ КЫЕН ЕСО Ж — 严 平 
稳 随 机 过 程 。 
7. 设 有 一 相位 调制 的 正 芒 信 身 ， 其 复数 表示 式 为 
E(t)selthtion» (- co«ct «C co) . 
HEP o К, о>, 000 是 一 个 二 阶 矩 平稳 过 程 , 设 
ЧГ С, ODE RERREOCORS — BERGE Ва, Hp 
is ug) = Ее 91000 0+020 ty 
同时 对 于 任何 ~ сот < co, Wad, 0)=0, АЕ HH f E 
#(t) 是 帘 平 稳 过 程 ， 并 求 它 的 相关 函数 В.С, t2. 
8, 设 有 一 时 间 离 散 的 马尔 科 夫 过 程 引 na)，a= 0, 1, 
2，…， ECO ROS Ж BER 
too = (7 (0x x-—1) 
0 GRE) 
» 313 ° 


对 于 mn=i 2, 3, +, МХЕ E(n- D = x BF £O) BJ Ж 
概率 密度 均 色 分 布 于 (1 - x, 1) Z| ME) п=0, 1, 
2, = 是 否 满 足 严 平稳 的 条 件 ? 
9。 ШАЈК SERES ФЕ E пе 0, 
b 2, e, na) 可 到 0 或 1, 它 的 一 步 转移 概率 矩阵 为 
qı P) 








P; Ч 
其 中 Pi t+t9i=1, P: +: = 1 
H Р(2(0) -1)- XY 
Р{#(0) 0) 一 DTI 
试 证 明 该 过 程 为 严 平稳 过 程 。 


10， 设 有 相位 调制 的 正弦 钼 过 程 
E£(t) = А cos (mt + XpCt)5 


EP o AE, 00, (1С), t>o EARE, A E Ж 
伯 努 利 型 随机 变量 ， 即 P(A= 1) = 2, P(A= - 1) = 1, А 
和 ло) НЕНУЕ САО, ЖОН ЕРЕЖЕ, РЕ 函数 
是 否 连续 ? RECORDED EUER (t, t0, Ipod 8 E m 


均 方 连续 ? 
. HAXA TRAMPLE, НИҢ УЉЕ, OG», 


试 证 PEt tr- (t) 2} 





R,(7)1 


12. WU Bi Lat 
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EG = УЛА, ее 


HOB А, E=1, 2, 3, =+, n E n A-SE BR SLE EE о, k = 1, 
2,3,:,n Жоп 个 实数 。 试问 各 名 2 BIS NA R EPP B ЖЕТЕЛ 
能 司 Ct — ELS ERR BE Lit 1817 

13。 设 平稳 随机 过 程 5(t) 的 相关 函数 为 民 ; (т), R. 
R,CD) = R,QD0, ТЖ, T0, WHE: 

(D A&ECET E500 WAE 13855, 

Q ReGTT)=RsCt， 即 相关 函数 其 有 周期 性 ,其 周 
HHT. 

САН 9 HH ТЕН ЭС ВЗА aM pL EPR A ЈА ЗИ H: BL 

过 程 》 

14。 设 有 随机 过 程 


E(t) = Y CA, cos wit + B, sin ot] 


kai 


HP o k=1,2,3, n BAEHR, An Bok =], 2, 
3,--,n ERMER, ЕА.) = 0, EB} = 0,4 Ae B [8] 
ЖАНН ЗЕК, DA) = ot = D(B,), k = 1,2,3,4 n, 
求 它 的 相关 函数 R,(t/t;), 
15。 设 有 平稳 随机 过 程 Et)、?7Ct)， НЕС). nit 是 
相互 统计 独立 的 ， 又 设 有 随机 过 程 zt 、wtt)， 
z(t)=EË(ty+Tn(t) 
e(t) - 2450) e nct) 
E ROO, К„(т), R,,0), RO), 
16. ФЕС) ttt) 为 实 随机 过 程 , 5Ct) = £00 80), 
E(ty、#Ct) 为 相 志 统计 独立 的 随机 过 程 ， 则 
<1) R.C =R, CD E, (TY 
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(2) # PUO -50-4 
Qt) = 701) ~ pa ` 
Ry (ту= е4" 
Ro(r)- ett! 
а, БЕЗАК, ga. He ЕС), MORE R R O) 
17。 设 有 随机 过 程 们 (ty)，- oto), 
£ (ty = Yeost + Ë sin t 
其 中 上 、 了 为 统计 独立 的 随机 变量 ，5、? 均 可 取 - 1 和 + 28 


个 值 ， Ж-1&] жж», H + 2 的 概率 为 E 


《1》 试 计算 EGO, R.CGt., £6» 
(2) 证 上 人 t) 是 一 宽 平 稳 随 机 过 程 ， 但 不 是 严 平 稳 随机 
过 程 。 | 
18. 设 有 随机 游 动 7(t，s)， 
(1) n(o, s)-0, 
(2) 3Ct，s) 定 义 在 样本 点 s 集 上 ， 且 t20 
СЗ) 每 喇 时 间 间 隔 工 ， 该 过 程 取 一 个 新 的 值 ， 
"t, s)-Y, (пТ=<(п+1)1) 
(4) Yu 是 二 项 分 布 随 本 变量， 
Y, = Уг 


5. НС-а) 、( +a) 两 个 可 能 值 的 随机 变量 ， 自 P12 = -a 
1 
> 
统计 独立 。 

(1) EE E(n(t, ву} = 0, 

(2) АЕ Etz*(t, sy) = na? = a!'Ct/T3; 
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P iF, = +ар= к= 1,2,3, -%3 У.О кН 





RE 


为 常数 ， 定 义 





20) = lim (stt, ѕ)} 


2 
€] 


T 


试 证 Eiz(t)) 20, Diz(t)) = ft 

CA) Жс ЧОЙ E ИЙ; 

(5) mC, s), z(t) HS Pb ЗУ А SUL SER, Ж 
C Gp tj). (过程 z(t) 称 为 维 纳 过 程 )。 

19， 设 有 图 题 4-19 所 示 的 电路 ， 其 中 Wowi A m 


Hal) 





ЖЕЙ АА [ef ia] 


图 十 4-19 


PrE, W, (t) 为 标准 维 纳 过 程 《 即 上 绥 中 的 s(t) ， 且 其 
B= 1)， 其 输出 为 Et) 9 WO) 一 Wott 一 1)。 求 E(t) 的 均值 
和 相关 函数 。 

20. ЖУ E(t) = асе *' W. (est - D, Echo, он 
ЖС, 02-0, 22-0, Wal e у{ йк ЖЕ 2E Op МОй, КОЕСЫ) 为 
Ornstein-Uhlenbeck 过 程 ， 求 8(t) 的 均值 和 相关 函数 。 
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21。 设 有 随机 过 程 £(ty， 它 的 均值 为 Н.С), Font 
为 R a Ct, t2, AAAH lÆ ТСО =actjE(t)+ b(t), PF 
中 alt), b tema ТЕРЕ, ËR UCO BL HERR 98, 
22. BRA РАР ЕЧ), JEUX EAA 
К,(ту= Ае- (1 +gl+ |) 


其 中 az 为 常数 ,a>0, R Co = SEC? 的 相关 函数 。 
23。 设 有 平稳 随机 过 程 &(t)， 它 的 自 协 方差 丽 数 为 


-al а. 
С, (ту = Ае (совт + $ sin |: |) 


其 中 А, а, EARR X uc = СО, oe sco 的 自 协 广 





”着 函数 及 方差 。 


24。 设 有 平稳 随机 过 程 tt)， 其 相关 未 数 为 


R, (r) = pea" r 


ho, e 为 常数 ， 若 有 随机 过 程 CO Qa DEC ,a 为 常数 ， 


CO BOR A dA 
25. VER TRANGE, "EPOR XE ра) R COD, 


Ha ney = Et) + ЧӘ. + CD 


KORAK Ж. 
26。 设 有 平移 随机 过 程 Ett》， 其 相关 函数 为 


R,(z)= отет +а|т| ++ а) 








若 有 随机 过 程 Tt)，WKtb = 500) + TEE, RORA 
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函数 。 
27， 设 有 随机 过 程 Z(t), T DR Ee NOS. R i. (ti, ty 
若 另 有 随机 过 程 ПО), 5) УШТ. 


d£(t 
Wt) = al) + p SECO. 


_ „агау |, PE) 
COO setup 1d 


ДР а, b.c. ONT, BOR nOORIECONDESE RUNE 
Rt, t2). 
28. РОВА ЕС, ЕНИН уо, ЭН E GR 


AARO» 车 70t)=|,5cu)an， 求 4C4) 的 方差 和 自 协 广 


Эа РА ЖЬ 
29. RAMEL IG), ЕНУ CO, ABRE 
EGO, ta)， 协 方差 国 数 为 C, (t, to, 3 


yit) = ast (t) +a 900 + b | е-*°&сш)йз+е 


其 中 а, a. bi c HAKR EG RIOR HAR Ep Ву 7r 


АЖ. 
30, ВЕЗИ (ЕС, – eot «oo LA, 8j — Au 
BERI IE AREJEA ERIA РАЕВ Н n(t), 


s= + [| Ë(u)du, 
ТЈ: -т 


AP tA AA ih РУР ТИНА Ж], 工 为 平均 器 采用 的 积分 时 间 间 
Me ЕС) = { cost, 其 中 5 为 (0,1) 内 均匀 分 布 的 随机 变量 ， 

С1) 求 和 输入 过 程 的 均值 和 相关 男 数 ， 问 输入 过 程 是 将 
Etir 





* 81D < 





1 Í! 
400) - 


图 题 4-20 


€2) ФЕН ЯЕ УСЮ 的 表示 式 为 


* 


; . F 
f! sin 
1 2 T 
(6) = 6 | СЄ t- 一 

i T ( 2 ) 





(8) 证 明 输 出 的 均值 为 


/ *sin— 
ЕК) = + \ 3 2 | cos(t - T) 








1 | sim; 
pd dg Xe HD Ru, t= 1 T J 
` Z 


. cos( t 一 zy t; -5) 


问 输出 是 否 为 平稳 过 程 ? 
31. 如 果 短 时 间 平 均 呆 的 输入 信号 为 
E(t)-sin(oi--9) (~ co<tc co) 
Жон oy EE. 020, 8 为 随机 相 角 ， 它 是 (0, 275 4 35 4 
布 的 随机 变量 ， 斌 证明， 
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C15 R,,(t,, te) = Ciatti t= P eoso(ti= t) 


C25 它 的 输出 信号 表示 式 为 





. 0 
sin 一 -一 
_ 2 . _ wT 
С) = T sin (wt “= +0) 


2 
(3) 输出 信号 ЛОВ EO) = 0, 
55] H1 fei EH ЭЕ PRU N 
f sin-21. V 
R..(t,, t= | E | cose (t – 6.) 
в) 








间 (ty К R8 2 

82. dud HISP uU COS ЖЕ ЗЕ Ж РИВА FOOD, 
- ce<t<co)， 其 均值 为 常数 ks， 相关 画 数 为 及 :Cr)， 试 
证 明 它 的 输出 也 是 宽 平 稳 随 机 过 程 ， 并 计算 出 它 的 均值 和 相 
XB. 

33。 如 果 扬 时 间 平 均 器 的 输入 为 宽 平 稳 随 机 过 程 СЬ), 
ERKEN (n. WAZA 


CG, G) = pe B E | ) (б=с|т |яст,) 











(| T | >т) 
rt 为 其 输出 过 程 ， 试 证 
Wii T 
[о (1 >= ) C s Тест») 
2 Ер Lol To 
lo EC lA ) GT) 
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34、 如 果 短 时 间 平均 器 的 输入 为 随机 电报 信号 ， 它 的 均 
值 为 计 ， 它 的 自 协 方差 函数 为 Ce (7) Lei S) CO APA 
器 的 输出 过 程 ， 试 证 CO B JI CR 

1 1 1 ат 
Dco ge - рт * up) 

35.。 设 有 随机 过 程 ECt) MNO, BE =b+ NC), 
其 中 为 常数 ，E4N(t)} 20, МСОЭС Bou RC), 
即 Nt) 为 平稳 随机 过 程 。 如 果 





b= 二 [ _ 11 
且 Db= L е z Ув (тат 


36、 设 E(t) 为 一 随机 起 始 时 间 的 周期 过 程 ， 它 的 样本 
eR 数 兄 图 题 4-36 。 EDP A ARE, T 为 周期 ， А, THA 


£09 





E^ L+ Us MB tat T wa 


图 题 4-36 


TE. За АЈ, CEO, TO) Eig Bg pa FL +, 
- 822^ | 


Qd 


Ж. 
C1) EMH Eric ECCO), Py ECIQO RIZ D 
£O) 
(2) ЕСЕНИН ЗРНА CE COD ЯП 705, BJ EC) 是 
TRO BET 
37。 设 有 平稳 0rnstein-Uhlenbeck EE tt), 它 的 均 
值 为 ws = 0， 相 关 函 数 为 Ri(z) = ойе", —со<т<соо, 
Hot. а 为 常数 4>0， 试 证 明 该 过 程 满足 均值 各 访 历 经 定 
理 《〈 其 实 它 也 符合 相关 函数 各 态 历 经 定 锤 〈 不 证 )) „ 
试 说 明 : 利用 图 题 4-37 所 示 的 方块 图 可 以 用 一 个 样本 


HARGER S M o° M a =la [e]. 





Е 4-37 
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第 五 章 平稳 随机 过 程 的 谱 
分 析 及 随机 过 程 通 
过 线性 系统 的 分 析 


$1 XE 分 析 


在 电路 分 析 中 利用 全 里 叶 变 换 这 一 有 效 工 具 以 确立 时 域 
和 频 域 的 关系 。 但 是 ， 以 往 所 讨论 私 问 题 是 研究 确定 性 函数 
的 谱 分 机 ， 现 在 要 进一步 讨论 是 否 能 利用 矢 里 时 变换 来 如 
帘 平 稳 随 机 过 程 。 为 此 ， 首 先 对 确定 性 函数 的 慢 氏 变换 作 一 
些 回 显 ， 然 后 再 研究 平稳 随机 过 程 的 谱 分 析 。 

一》 冰期 函数 的 傅 氏 级 数 表 示 

т коон Б, КАТ, Нох Е 


АРА в Аре, MI СО ао, д) xet 可 用 下 
UH iS 28 3k ES JE 


x(t)= Уа, е! 《1y》 
_ 27 
其 中 Qu "T 
1 T 
而 а т x(tje ln" dt (2) 
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a. PRO ИП А, а, 是 一 个 复数 ， Ва, 包括 振 
性 和 相位 两 个 部 分 。 


1 т l +T — n — 
| 2469 ва Lj el Y aite |+ 


e 


з = = 


Ep Lfe rats Z la, P (3) 


bh == = 


СЗУ ИЯНЕ 55 Ж ПУ ha ge qk se k Сый ЫП ЭЕ y PM 

HT (3) ЖИК Н A, GECK МИЗ 
ЖЕЛ a. PRERA ДЕЛУ ШИНЫ, jas", п=0, +1, +2, 

… 组 成 一 码 率 谱 。 ` 

为 了 在 今后 讨论 中 采用 一 臻 的 功率 谱 表 示 方 法 ， 一 个 周 
期 黄 数 可 用 一 个 功率 谱 米 描述 它 。 而 当 用 功率 谱 表 示 时 仅仅 
利用 了 振幅 1a.1， 而 把 a。 的 相位 信息 丢失 了 。 

设 CI ЖИЕ ES C CO ур TA ВР, ПШ 


gi = y'la, pad- nf,» (t= +) (45 


£F (CY JE — 9I 6- ER BC EL HU а, [是 该 频率 分 量 的 功率 ， 
故 


f Sd= Ута, (= 工人 x(t) [dt (5) 


Br T S7 OBS S RB DURUB T a 1, 因 而 会 产生 下 列 情 
Dh. FD FUE A JBS IS Pa С, АО ЕИ TRIES. 
РОН Л 0, UENRA ARRS PARE, TIL ARGIS 
局 的 。 
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ШЖ х‹ї) 8З ҢЫ 3k, М 


as = | oer юз = 去 | каре! 
т ` Tj. : 


= 二 | xev] dt =a; C6) 
т DL] ` 


Ша, Aa., ЖШ), |а, = la |2, EIE xCOXSSE 
周期 函数 时 SI GODS {БЕ Ж 

不 论 x(t) 是 实 的 还 是 复 的 周期 m E, |a, 0, р] 而 
£O) 3E fie 

周期 函数 x C B9 D$ [ЖЕ BEL у (т) 


(ту = (xG + D x) axes сух (004 
° 


r = ~ 
E y а„е!°®м\+® y T auePmme dt 
1 аљ - 


Mme- 


= = 1 т ~- 
= > x if a,a,,e ^ 4+9 eg^lmhst dł 
D= Nne — mm Ы 


РЕЧИ: 


= Ela, fers 0| C) 


H C7 эч BT AD 78] BB Pñ ТАП] ЇН] E © Pñ 000338: РА ЯНЕ АО о 
XE iE [НИ © ERI GUARD 45 


f re- le GE 二 f. у? а, [f e! оёте 'd+ 


п = 


= У |a, ef g^ diit nep rdg 


= 
-- 
D= = ст 
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= Y |a, ËBáCG = nt) e 60) 


故 о enema в) 


反之 人 yerna [7 Y^ | a. l'6(f nf el" t f 
= > | a. ep 8Cf - nf,)e?**' *df 


па – 0 


= Уу, ја, [gie otor m) . (9) 


(8), < 9 OPESSCULBH JETER РЕ E x CON FE] BJ ja] 1Н % ра 0 (т) 
和 它 的 功率 谱 密 度 c^ (成 为 一 对 傅 氏 变换 。 


(二 ) 设 x(t) 是 定义 在 时 间 t 轴 上 的 确定 性 非 周 期 A 
数 ， 且 绝对 可 积 ， 即 | |x t<, M| xCO ЖИЕ 


存在 ， 或 者 说 ХОА В.(о) 


в.о) = хе oat aw 
жый Е, (о) 5 o i] EL ER, TU 
8,CC o) e f x(tye!*tat= FL (o) 1) 
Е, (ө) I IE BR 39 
х( = 去 | Foe tdo a2 


根据 (12)、(10) 式 可 得 
[охсон | xco-d-[ Е, оет aodt 
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= A 8 | хеше *'dt do 


2 
| = 上 二 上 | F, (o) Pdo 
2л J-e 7 
B Í ocoyat e O| рв, оз pao (3) 


35 ЖУЗЕ ЛИ IS ЖСН dE [Sog st. Sp = Up p 
[x(t)J2£E(- ce，co) 上 的 积分 ， 它 代表 着 x(t) 在 (~ оо, оо) 
їн) у E BE. DE ЖИНЕП К, (0) 相应 地 称 为 能 谱 
B RE. ` 

BUT F.OORER NS, CELO) | 代表 其 B 0, агы FO») 
代表 其 相位 ， 因 此 采用 频谱 分 析 时 始 能 说 明 它 的 振幅 特性 ， 
又 能 说 明 它 的 相位 特性 。 然 而 采用 能 谱 分 析 时 ， 仅 利用 了 
PF.CQo) P, Зе] АДФ {н B. 


i TAURI o DU fee o, P| cxcoyet 
< 吕 ， 在 这 种 情况 下 它 在 无 限 长 时 间 内 的 平均 信 为 无 限 小 ， 
因此 对 于 这 类 信号 就 不 再 求 时 间 的 平均 ， 即 不 再 求 功率 庶 密 
度 而 直接 研究 能 谱 窗 度 ， 不 再 采用 时 间 相关 西数 而 考官 

oc) = [ xe vosca (14) 
Ф(ту= [ха +T)x(t)dt 
-| сеу В, (ође! + qo dt 
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= x]. F, (a) pe! **do 
即 Ф(т)= X. F, (0) |te! *'do ab 


而 Г Ф‹туе-!*+йг= f" f x(t 4 T)x(tje-! *'dtdr 


- [ F xtt+rye ! ^tt t xctyel*'dr dt 


it t+r=u, tst 
ni [ oce вс» | í x(u)e-"!%sx(tye!"tdudt 
| -QJE.e)P oc (16) 


AGD., GORAKA OM E, (o) P ЖЕЛЕ 
ВЕЕ, (о) ?代表 能 谱 密 度 ， 而 %(0) = | ccorae 代表 


(S ОЕ, DOES xc Dx(t)at， 它 没有 对 时 


间 取 平均 ,时 间 相关 天 数 是 Cie eoo} __ 


它 是 时 间 的 平均 值 ， 出 于 总 能 量 有 限 ,再 《7) 除 以 无 限 长 时 间 
是 一 无 穷 小 售 ， 因 此 在 非 周期 信号 时 妥 用 和 Cr) 和] 了:(o) Po 

《一 )》、 人 (二) 两 部 分 是 对 确定 函数 的 分 析 ， 不 过 这 里 采 
用 时 间 相 关 函 数 和 功率 漠 密 度 、Gkr) 和 能 详 密度 {TFCo) Р. 
下 面 研究 随机 函数 的 分 析 。 

(=) 周期 性 平稳 随机 过 程 的 说 分 析 - 

在 第 四 章 习 题 13 中 已 指出 ， 即 果 平 稳 随机 过 牲 的 相关 
ВАТЕ РАННЕЕ, ВЕ, CT тә) = К, C), M Ect + TE) 
以 概率 1 相等 ， 妈 除了 以 概率 为 0 的 样本 函数 外 ， 记 有 样本 
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Асел, | 
BEDRAE РЕВЕ ES, ВНЕ ELEG) = 0, 
ж x(t 是 8541) 的 一 个 样本 函数 ， 列 它 的 周期 为 了 。 现 把 m 


METAR CORO RAE BOO 
X(t) = x x (e - A) 05 5 ap 
其 中 x = 去 | x(tye-ionrat | | (18) 
" T), ^ | 


ЖЖЖ НКА А FA, ЖБ 上 х. 是 一 
个 随机 变量 。 

Q7) 式 所 示 的 各 项 具有 双重 正 变性 ， 即 不 但 e!"*" 和 
etme ЖЕ ng m 时 具有 正 交 性 ， 而 且 х, 和 x, En mit (s 
是 正 奖 的 ， 即 E(x.E.) =0， 同 时， 因为 E(t)}=0， 则 
E(x.)=0, Eixs)=0,BUR x, ЯП хы 在 nm 时 也 是 统计 不 
382688. | 


Е{х.Х.} 2E Га (20е in "etl Ee nards} 


= ѕуе-! Dt aimen dt А 





(19) 
TUR 8(t) 是 周期 性 平稳 随机 过程 即 相关 画 数 尺 ; (т) Е Д АД 
Ki, Кү 


= j k ags ал 
R, (т) уле (= 2) (20) 





Be 


b. a [Rice imas (21) 
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把 (20) 式 代入 (19) 式 得 
БЕ E(x,.x.) = 二 二 f дь BP emn 


‚ er Init almost dids 


1 - T FT 
= T y: b, Í f віка зоте ltk -mapi dtds 
kaga n d. 


=- 人 m= ту) 
0 mém) — | 
《22)? 式 不 仅 指出 了 了 当 пето 时 x, 和 x, 是 正 交 的 、 统计 不 
2607, ПЕНЫ ТХ, MIER. HEROS OR. (т) п 
ДВ КОЙ Е х. MARGE. — 

随机 过 程 Et) 在 一 个 周期 内 能 量 的 统计 平均 值 为 


{| сю eat)» к{[, (X xem ) 


пе тое 


(22) 


(X xem ad 


m--e 


ce 


-È È ees [ieem at 


Qm —u Mme 


= Y Tb,2 T Y^ bu | 《23) 


Т к{&{(1гюг#}= уь, Go 


(24) 式 说 明了 周期 性 平稳 随机 过 程 6(t) 的 功率 的 统计 平均 值 
жу bs， 其 中 bs 代表 频率 为 nf 的 分 量 的 功率 。 因 此 定 
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ХРОНИК ИНЕ Е SDH 


SD = sedont) (5-1) Q5) 


qx 2 


其 中 b „веет 
т 
b, = E{ x, P? 


TE R.COBIS Ek Os 


f Reines | Y Ье" тетет 


п – 


= = bf 


ът ә - 


e fec noor dr 


= I bâl- nf) =S(D 


D = 


Вр N Recr)e ! **dr - S(f). (о = 210) (286) 


Т пн 


HI, r е?" а. [| У b,8(- nijet Etdi 


= Yb, f a(i- nfet" "qf 


u= -а 


= Ylberee = R, (z) 


HD Í S(f)el'*! df = R, (v) | (27) 


(200, (27) BiU] T R. (гужа SG 是 一 对 傅 氏 变换 ， 即 周 
期 狂 平稳 随机 过 程 的 相关 适 效 的 情 比 变换 是 它 的 功率 谱 窗 
| d32* 





BE, WOCHE) DP H EA ЛЕ Ж АЛЕН 83k. Q — # 果 和 
(一 ) 中 分 析 的 结果 是 一 致 的 ， 不 进 ( 一 ) 中 所 讨论 的 是 确定 性 
周期 函数 ， 采 用 的 相关 郑 数 是 时 间 相 关 医 数 ， 而 本 节 所 讨论 
的 是 局 期 性 平稳 随机 过 程 ， 采 用 的 相关 函数 是 随 桃 过 程 的 统 
НН 3k. 

(її) 平稳 随机 过 程 的 谱 分 析 

设 15(t)，tE IT} 为 平稳 随机 过 程 ，R: 0 为 ЖАНАРЫ 
数 ， 其 中 z 可 到 离散 值 , 也 可 了 环 连 续 值 。 现 分 两 种 情况 说 明 
(MR TE 0, +1, +2, <, Wü cO BPB ОшТ 
EER, Wr 取 连 续 值 。 在 以 下 讨论 中 假定 ， 

D 若 z 取 离散 值 К..(7) WE 


二, IR. (k) [coo (28) 
Q #тңхж#{Н, Ra (ry E 
[ре осо т< c» 


(1) Жет ВРВ, ЩЫ л E-r, m) En) 
L RuaO)e 9 是 绝对 一 致 收 化 的 ， 并 记 


c. 
fao x Rilke tee r<1=<m (30) 
faGMEL-z, х1 ER ERE, 而且 
Fatis D Rato if reme 
于 是 | ot (аре! d FA. MEG, toO HERRE 
恰好 是 以 
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Кү.) = x f, (Oel "di 


(k20, +1. t2,-—) GD 
为 其 情 氏 系数 。 因 此 可 得 如 下 定义 ， 
XX 说 估 (k)。k=0， 土 1， 土 2，…} 为 平稳 随机 序 
列 ， 其 相关 函数 满足 公式 (28)， 妈 | 


P [Rg (ky [< оо 


DUE: « fao 5 Ra oe IEA (CX) 


k= 


ЖЕЛЕ 810033 ЖО РЕЯ. 
‹2) ФЕС, В (т) 中 的 变量 r 取 连 续 值 ， 


ACE а о атоо, ^ Ree tt ari 
存在 ， 并 记 
59 = (7 Riele inti dr (~ оо + ооу (32) 


(32) 式 定义 了 R, ПОА 500. ЖА SO) 的 
反 变换 是 否 存 在 ? 研究 这 个 问题 可 利用 概率 密度 和 特征 两 数 
的 关系 来 说 明 。 我 们 知道 概率 密度 和 特征 函数 间 的 关系 是 一 . 
对 得 氏 变 搞 的 关系 ， 邯 


tty = f е!'*{(хуйх 
=. 1 = -\ 1х 
w жә) = [ее dt 


Tiri EAR Ж HE КУЛЕР ДЕ 
7524 * 


Ф “кро 
@ | tooax=1 
特征 函 教具 有 非 负 定性 ， 且 BC0) =1。 . 
BAR, MEHEAN CERAME, Aj Re C7) 


SR (Oe AE 900 MRE 可 知 两 者 具有 相同 的 


特性 ， 因 此 如 果 Rss(z) 的 傅 氏 变换 为 SC 全， 则 SCf) 必 F 在 
БЕЛЕЕ, Bj 





R, f Sjel df (33) 


ПН SCJE РА 3k, E REVUE S000, Wr=0, 
由 (33) 式 得 


Ra; (0) -f S(tydf 


该 式 左 边 是 方差 ， 如 果 该 过 程 具有 各 态 历 经 性 ， 出 Re) 
代表 该 信号 的 功率 ， 于 是 S(f) 代 表 功 率 谱 密度 。 因 此 对 于 平 
稳 过 程 而 言 ， 它 的 相 美 函数 和 功率 谱 密度 间 成 为 一 对 傅 线 变 
换 关系 (32 式 和 33 式 )。 这 就 是 平稳 随机 过 程 相关 函数 的 详 分 
解 定理 ， 称 之 为 维 纳 - 欣 斤 公 式 。 

从 上 面 (一 )、( 三 )、( 四 }) 儿 类 情况 的 分 析 得 到 了 一 种 用 
广义 谱 分 析 研 究 各 种 类 型 信号 的 方法 ， 它 利用 了 组 成 一 对 傅 
堆 变 换 的 信号 的 相关 函数 和 功率 详 审 度 。 


Ж ОЖАЙ limt E( | ¿costat |} жу 


ЗЗА БОТ Th ВЕ 500). 
ж FAE E CORRI — 4 FEE ра E 7 УВЕ га 38 
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EO — QtleD 
t)- 
A ( буту 
T 65 {ш ER Og 


FQ», Т) = f ёте = [ice st dt 
ARRERA 
{сета Fo, D pdo 


1 f“ aap ; 
即 F| тга | nore 


1 
EET ZA 
4 Te， 得 到 上 it 在 (~ co, со) E USE ELE EO 


нт |, СЕСЕ) dt 





N | E, Go, T) [do 


n d [^ 1 
= dim df a F co, T) [>80 


H РЕ ЖА. — 4 Rk ЖИРЕН, IECO 是 一 个 平稳 随机 
过 程 ， 因 此 上 式 两 边 实际 上 均 是 一 个 随机 变量 。 对 上 式 取 均 
值 ， 则 得 到 平稳 随机 过 程 的 平均 功率 


lim E(-.1— j. (кюте) 


T+ 


EIN CLE 
因此 lim LE (| F, Go, T) 站 是 功率 密度 ， 即 
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S(f) = lim-2 E [| [ie "tdt n (34) 
对 (34) 式 进行 化 简 ， 因 
aen faena] 
= Е {| eene Eneas) 
= =Í | в,а -ует ее аид 
Ш u-vsr,u-v-s, Ж 
zr {| „Кете |} 


„о6о 





于 是 
Sc =limf (1- )к, (r)e-3 **dr 
-f R.(De7!?*dr | (35) 


在 (35) 式 的 推导 过 程 中 ， 要 求人 IR Orco, ЖШ 
到 最 后 一 步 。 
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$2 平稳 随机 过 程 功 率 潜 《密度 SCf) 的 

性 质 及 几 种 常见 的 功率 谱 密 度 
(—) SEXE, H SOLO, (36) 
(CO 根据 (33) 式 ， 令 了 = 0， W gcn - f «oat, 


КОНЯ rp ҖЕ ИН Brew ЮК ДШ Ере ә рз 
证 机 过 程 的 均 方 值 。 
根据 (32) 式 ， 令 1= 0, HH | 


sc»- | Rear 
TRO SI SOM E EB UB RESET B ED GRO ACT A 


面积 。 
(三 ) 根据 (32) 式 


S(f) = Í. Ra (туе! 747 
- R, (т)соз2лїтйт — it Б, , (тузіп 2zfedr 


如 果 Et 为 实 平稳 随机 过 程 ，Rastr ДЕҢ AAE 
Ri Ce z) = Rg (т) 


f R; G)sin22frdr =0 


出 500) = r FR, (т) cos 2=zir dv 
= 2|, g(t)cos 2ліг ат (37) 
从 (37) 式 可 知 SC #) = SQ 


即 实 平稳 随机 过 程 的 功率 溢 密 度 画 歼 为 偶 函 数 。 
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根据 (33) 式 ， 对 于 实 平稳 随机 过 程 
Re (rT) = F Sdf) [cos 2#fr + jsin2zfz ]df 
= f S(f)cos эліт dí 
= 2| Sdyeos оліт df (38) 


(37), GOMARA ЛЕ 
《四 》 实 平稳 随机 序列 信 (2)，n =0， 土 1， 圭 2， …} 的 
相关 函数 R , (k = R,,(—k), k20,1,2,:-, Hi EE 


了 | R, [<оо 
k-i 


于 是 有 freA =R; (0)+23 ResCk)coskA (39) 


k=1 
R. (К) = +J ‚(сов КД dà ‹4о) 
(-л<1<л) 
E. f Í (—- Д) =, (A) 


(32), GPA, (37). (38) &, (30), GDA, (395, 
《40) 式 统称 为 维 纳 - 欣 斤 公式 。 
例 一 ”随机 电报 信号 的 相关 函数 为 


EnG)- Lem (入 为 常数 ， 一 е°<т< соу 


《此 乃 去 掉 了 直流 分 量 的 随机 电报 信号 )》 ， 求 其 功率 谱 雍 
度 。 


解 Puna em dre 2 lLerniau- 3-0 
因此 该 过 和 的 功率 谱 密 度 存在 。 
» 3839 


S(f} = F R i (Tye-lest+ qr 


"1 атас hata “1 
ете dr + | —ere-lsstr dr 
-= á «4 


i 
“лайн 
对 于 没有 去 掉 直 流 分 量 的 随机 电报 信号， 其 相关 函数 为 
1 ln 
Ra = dre Lene) 
此 时 S1C29) K ERE E. WRA 5-9, HU ERAN FD: 
式 仍 可 应 用 。 


= = 1 1 2А}! -jza tr 
S(f) 42+ 1° y dr 


1 i 
= + 9*0 nnnm 
式 中 第 一 项 代表 随机 信号 的 直流 分 量 。 

Hz 随机 相位 正弦 波 过 程 的 相关 函数 为 


А? 
Ri; (т) = — 995 WoT 


Жл жин. 
8 此 时 | (R.C ldr ЗНА, REI coso 的 全 
氏 变换 。 如 果 引 入 6- 函数 ， 仍 可 利用 维 纳 -次 斤 公式 。 


s= f ~ cos wre itt tdr 





全 (t exp[]j(Co, - 221): ]dz 
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+f exp[ — j(0, + элїут]йт} : 
А? 
= 1100-10 +20+ fe) (оъ = 2zÍ,) 


XX NE B) ж SR rh E 
ti, Д, ОЗАН А + 
fo 处 的 两 个 3- 函 数 。 
例 三 ” 设 有 平稳 随机 
Це), Дужа 
BE 5005 
Scb 





图 5-1 - (231)! + 4 
(олбу +10027) 49 


求 该 过 程 的 相关 函数 和 均 方 值 | 
М ЗНН ROO RAI ote t KER, 3020 ЖОЙ 


WU P s BAUER 


{у= (221)? 4 
50 Сояу + 10672л1)° +9 


_ (arf +4 
— [Q0 91C(51) +17] 





= + 9/8 _ 
болїу +9 Qzfyri 


5 3 
2X3X—48 2х1х 16 


(30548 + (Mal 
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= 5 —wir|Í 3. =I 
Ж F, | (т) 48 е + 16 е 


2 5 3 7 
Et £0) Ph = R, (0) = — toT 
| pi 均 信 为 零 、 功 率 谱 密 度 为 非 零 常 数 的 平稳 随机 过 
程 称 为 白 噪声 。 求 白 噪 声 的 相关 函数 。 


М 本 题 中 St =S (- ооо) 
FÈ RaOe[ See ан Sem 


由 此 可 知 ， 白 噪声 可 定义 为 均 导 为 零 、 相 关 pn So 为 3- 函数 
的 平稳 随机 过 程 。 在 基 te 时 上 (tt 和 上 (ts) 是 不 相关 的 。 

白 噪 声 是 一 各 理想 化 的 数学 模型 ， 它 的 平均 功率 是 无 限 
的 。 实 用 上 ， 如 果 某 种 随机 信号 在 它 所 通过 的 实际 系统 的 通 
频带 范围 内 具有 上 比较 “平坦 ”的 功率 谱 密 度 ， 就 可 把 它 近 似 
地 当 作 上 白喉 声 来 处 理 。 白 噪声 模型 在 数学 处 理 上 具有 简单 方 
便 的 优点 。 

AE 求 温度 限制 二 极 管内 获 弹 噪声 电流 的 功率 谱 密 度 。 


M ”在 第 三 章 86 中 已 给 出 了 温度 限制 二 极 管内 散 弹 W 
ET DIET a | 


ЕЧ, (t+r)1I, (t>) = À F і, (ta Di, (t)dt + (GAY 
它 芍 功率 谱 密 度 S. CODO 


5, (f) =f elt) af d, Ct 4 7), (5) dtdr 





+ (gq.1228 (1) 
T [em | „е +r)i,(tydtdr 


.342 = ` 


zz f i, (tẹrjeli 11067 ift)eiz бата} 
=f i, Coe tdt | S24 Gc p 


Eh GOD -全 і, (tje it rat 
而 Sun0)24|GOD P+ QAY80) 7 — 
土 式 中 第 二 项 代表 直流 分 量 ， 第 一 项 代表 散 弹 效应 引起 的 起 
ROS I J itis БЕ, E 

НГ Be eI, DUE 1, (t) 的 频带 很 W. dE, 
ЯТАН BC ga 03 Н LAS: BA АО ay RES Bt РЕА ЕАО 3 938 ТҮ HE NBI 
近似 。 在 低 类 部 分 的 GO 可 以 近似 为 常数 


G(D =#Gç0) = 729-46 а. 
故 在 低频 部 分 的 功率 谐 密 度 为 493 = quI， 这 就 是 肖 特 基 А 


Ee 
实际 上 ， 对 于 温度 限制 的 平板 型 二 极 管 


Gl) = | let te- las f t dt 


-|- ан (1-ehtta) 
- т, 1 t'a 2g. 
- jari HN EM 
S, Gy š г, 2320 - соѕ2лїт, 
-2zír, sin 2zfz,) ] - (3,4078 (D 
- Gaii [Ont y * 2(1 — cos зліт, 
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-2zFÉr,sin2zÍr,)l + (0„14)°8(1) 


TUI T ЛЕ Ареа ра еа R W 3k Ж ДОШ 
应 的 功率 谱 密 产 ， 





227a 
Ри (ту= ане SUY ar пут уу 





ВСУ фк) . SC) 
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Rate) SO 
E AS 4% 
2 E 4 
0 z -h 0 k 
2 
ви(т)= Dens, (= + аЛ] 
ts 
fo ax 
图 5-4 





stp 
s 
= 0 Л 
(элуу) Б) N IS 
tiu F = + 
киб) = (68) о Сут ^ o 049 Hm 


图 5—5 
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Rp rje созш 


„= 


+ 346 + 


sa. 


A- 


ster (ue) 


5-6 


sep 


Ano + ` 
раді 
+— — a 
四 


5-7 


7. 


Rar) 





z 
G F 
Bg) = зетят р 
SCf)mat/ A z 
(f)2c ye 
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Я t-< < E 


Fg 78 ap) fe cen Gf) Sym | 5 
- о KE 
图 5-19 
$3 线性 系统 





任意 系统 的 输入 和 输出 间 的 关系 可 以 表示 为 
y(t) = Lix(t)) | 
x(t) 代 表 输 入 ，y(t) 代 表 输 出 ，1 是 一 个 算 子 。 





Pl 5-11 


定义 一 ”如 果 算 子 工 是 线性 的 ， 则 称 该 系统 为 线性 系 
S. | 
WR F JUR TERR ЯО ЯР, 
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1. Liax(t)) 2eLix(t)) (412 
FJ HR a 是 任意 常数 ，xft) 为 任意 函数 。 
2, (w (t) +X,(t)y= Lix, (t); ФЬ.) У (425 
X, tt 和 x COSA Е ERE 
UD, (4288 3 8) EL JE nV. 
Lix (t) + G x ,(t)) m aL (x, CO a; L(x,(6)). (43) 
„а EARM 
8i— убх) = SED „-# ха) 


3, 


本 例 中 -5 = 荆 是 一 算 子 ， 它 满足 线性 条 件 。 

M yius Ext] = Lix(t)} 

НУІ. Гох, GO +аух,(1у]= Le Xi GO + erxatt) р 
=аї1[х\(%)]#+ 2e Ge sx (і) х) + G Dx; O0) 7 
zoaL(ixG)t-abixi) bx OT 
+а x СЮ) ° 

KL- 了 不 是 线 狂 系 统 。 

例 三 y= f xoda, Ж gy ооу = 0, ТОЛЫ 
当 于 一 电感 电路 ，x(t) 
ЖАНЕ, у Ж 
在 电感 量 为 LPSERBAVSIS „4, yc 
dB; GE 5-12) a L= 


[c ац найт, 


它 是 一 线性 算 子 。 
XXI ШИШ УТЕ t AREARE T fE t BJ ht A 
x (CHI fl, Bi y 38 5622 ШЕ ЕН А 4 e 


E) 5-12 


„+ 349 = 





定义 三 GEM ИЧ Ж S£ SS EE. 

B= Май Ж ЖАЙ. mA BJ SF. yak BL БЕН ЖЕ © 

定义 四 一 个 系统 在 t 时 的 输出 完全 扇 定 于 在 rt -Tt 
闭 区 间 的 输入 值 ， 其 中 工 关 0， 则 称 该 系统 为 记忆 有 时 mt 
的 记忆 系统 。 

В ТЕ 0 时 它 就 是 胜 时 系统 ，T 大 0 时 记忆 系统 是 一 
动态 系统 。 例 三 记 冯 出 的 积分 电 牙 是 记忆 时 间 为 无 良 长 的 记 
忆 系 统 。 

定义 五 在 t 时 的 输出 Y(t) 秆 仅 与 过 去 的 (包括 现在 
的 ) 输入 值 有 有 关 ， 而 和 将 来 的 输入 值 无 关 的 系统 称 为 可 实现 
的 系统 ， 或 称 汶 具有 因果 性 的 系统 。 

定义 六 ”一 个 动态 系统 如 果 它 的 输入 、 输 出 是 迷 续 时 间 
请 数 ， 而 且 可 以 用 一 组 常 微分 方程 来 描述 ， 则 称 该 系统 汶 集 
总 参数 ,连续 时 间 的 动态 系统 。 如 果 输 入 ,输出 是 离散 时 间 品 
数 ， 而 且 可 以 用 一 组 差分 方程 米 描 述 该 系统 ， 则 称 该 系统 为 
靠 总 参数 、 离 散 时 间 的 动态 系统 。 

任何 如 性 、 集 总 参数 的 动态 系统 拘 可 以 用 卷 积 靖 数 来 描 
REDHA AER, H 

yet) -二 hé(t,cr)x(rMdr (44) 
其 中 Rin LiG- DHARRA r HARDE bh PR TE 
而 在 t 时 输出 端的 网 应 。 
对 于 具有 因果 性 的 动态 系统 
hít, y=0 С) (45) 
否则 输出 yCXPHKOEBUSRO (EX. КШТ B. AAR 
性 的 动态 系统 ，(44) 式 可 以 守成 
ytt)- | һе, v)x(r)dr (45) 
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定义 七 ”一 个 系统 如 果 它 的 输入 信号 在 时 间 轴 .上 有 一 个 
平移 ， 输 出 信号 也 有 同样 的 时 间 平 移 ， 刚 称 该 系统 为 时 不 谈 
Же, BITI IE 

ус) = LíxC(t)) 


y(t—r)=Lix(t-r)) an 
ЖКТЕ BET MERE XA. 
对 于 时 不 变 的 线性 动态 系统 有 
1{8(%-туу=һ(ї--т)у (48) 
ERER RE., ФЕ ЕЛАК ЖА 56 BU Thay {У 与 时 fap ЭЁ 


(Ету, HEM НИИ МУ УН [Н] 2 (+ - туру IBI. 
因此 ， 对 于 线性 、 时 不 变 、 具 有 因果 性 的 动态 系统 ， 有 


уб) 2 L(x(t)) = |. h(t- r)x(r)dr 


“| һ(®—тух(т)йт (49) 


ВРА Жү ЯП S Eh ЖОН ЛУ ТЕ} STR, 
线性 系统 的 输入 为 确定 性 画 数 的 这 类 问题 在 信号 与 系统 
的 书 中 已 有 详细 的 讨论 ， 现 在 的 任务 是 要 研究 线性 系统 的 输 
入 为 随机 函数 时 的 输 坟 问题 。 现 举例 说 明 。 
Pi ”在 积分 电路 (RC 电路 ) 的 输入 端 送 入 一 平稳 随机 过 
Ж 200), H EEG) 70, р 
R (t, t.y= gte Hio tn, T 
ЖЕ на ЖЕНЯ VIG ЖЕТ N 2 38] EG) c ж 
06, 871007) = 0, iX [ 
BEC LER IHR SURE nCO B 7 
РВЕ САК 5-13)„ 
解 c) 先 用 解 微 
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分 方程 的 办 法 研 究 ЛОБУ НН ТТФ. PR 
cH = Тра n 








dt 
пр q у лю = 0 
ü ME | (50) 
出 STO. + anct) авс) (51) 


a (51) 式 两 边 取 均值 ， W EQUO) = pn, (t), 得 
St C za C) c eEAECO) = 0 (52) 


由 于 lt) 是 #4t) 的 均值 ， 它 是 一 确定 性 应 数 ， 通 过 和 解 方程 
式 (52) 得 
g (ty= Ae™"! 
ЖЕРЛЕР ИЗДЕР, WE uo -0, BH 
En )) 20-2 4,007) 


所 以 . A=0 
Ж н.с) = (53) 
шиа акирет o, 
Q БЖМ. PERDU E, то НЕ BUR 
ною “hO Lantta) = abet) GO 


HEARDE СЬ, AARE 
SEGUE. 2) +R; 6,6) = e Rau (ti ta) (55) 


如果 tta t, — 则 
‚ 362 * 





ак t,,t 

ац) y eR, (t, ta) 
2 

= Oe Bitis TM ш gte б tie Pto (55) 


AR: s Cts ty) 是 一 确定 性 函数 ， 故 可 用 解 微 分 方程 的 办 法 解 
Z, 得 


ia — . 
I2: Cf, f, = soe- BA, as top Dertte: 
+É 


DA ECC. 
PRERA t у(07) =0, [| Rit, 02-0, +E 
Ri, (t, t) = ое o erem (572 





gge ева етапу (58) 


Rialti iz а+ 

(58) 式 将 作为 解 下 一 微分 方程 式 的 起 始 条 件 。 
fr ETE COO GR BERI T 4,224, 的 条 件 ， 即 相当 于 
5-14 中 的 情况 4 1 >. TES 3S8 SOb, t, xt, 这 时 


ODARA 
| | А 
Hh — E 
£41) 1—4 ¿>b ` 
<D [н h<; 
Е 5-14 


ut 
r аки (toto 
е 553 + 


= oe Bitz- ТТ) 
= agtet tie B t> 
t. WSR., NL EEG A) y E TF 


Realta t= gote" alg De аг: 
E ta = f, EREA 


2р B ti 
Rialta t) = 98 etu prece 





т-й 
E (БВУ D] RR PAX э ЗЕЙ УЕ 
, зат 26 1 -a+ pti 
D" = осе (- 二 z+ Š В ) 


BM tmt, Bj 


a z g ° 
R. (ta t= LES esse 2889 aracimin 

















02 88 
2 80? -argu 
"y e (59) 
D RA tn t, MEA” ЈАН А, 
TED. кату e aC 
Eb t SE, ERIE nO JRI [19 
SÉ. (hat) „ев. (t t) =aRen(tis to) (605 
GNH Rento tV BARGDA PA, TÆ tat af 
dic, (t, t.) _ a? ita- tan 
Ud К, OS ta) = FET e 
- за?Во? - ФЕ - blt m ato? = аа-а 
op Ut & + Ë M (61) 
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解 (61) 式 并 利用 YY (0) = 0, Rann CO, £3) 20,18 


то? 
z ja 


一 met tIi+ Ë tm l ge "t tz+ 3 t1) 


Сае- 39: tib ~ Be-stta- tp 





R,.(t,, t,) = a 


+ Be-™ ti тт] 
CEST t) (62) 
ETRIE 60 t, Bf 


gg? 


R, „©, t) = az fi 


[gent tito — Be-stticBtn 





= ge 1163990 еа teBBin 
a pert nitte ger 19207] (63) 


把 (682)、(83) 两 式 合并 起 来 得 


£z 
Rs (to t) = ure [ee ntt fec timet 





= me Ttt ta теті freto 
fecit? pge sitet) (64) 
LARGE XE BH R..CtQ t. t. taii 0 0, ТС 是非 
平稳 的 。 这 是 因为 在 t=0 时 接 入 Ett)i ACH О #& SL 
B, ERSP T. WEE TAN e 
MA tco, t,— co, ТСЕ, - 0 = т, y EX REOR 





au? 
a? — В? 
Зн, Са ts) 仅 是 ti t, =r BJ p. Ad HE A CP ERES 
Bist, МУН ERGO Gd. ШЕШН Ë P ERE ULT 

可 以 看 到 ， 即 使 是 极为 简单 的 一 阶 微分 方程 式 ， 加 末 给 
入 为 随机 信号 ， 采 用 经 典 方法 米 解 也 是 十 分 复杂 的 。 因 此 ， 
° 355 • 


R... (ti, t.) = [wes **! — фе] (65) 








S Ja ЖОН ТЕЛИ КУ nS ЖЕЛИ ЕЛЕП, 
(20 BUD IR ERR ЕКИ БУ Н 
cec! (іф) 
hes { (%<00) 
利用 (49) 式 ， 如 果 输 入 为 х(%), t20, 初始 条 件 为 零 起 始 
条 件 ， 那 么 输出 为 


Уу) = Г h(t-r)x(r)dr+ = f h(t- ryx(v)dr 


(66) 


-Í h (t—r)x(rdz = | aeoxtt- uydu (67) 
现在 系统 的 输入 为 随机 信号 5(t)， 于 是 它 的 随机 输出 应 为 
nét) [ het- gendu = f hongt- udu (68) 





《68) 式 将 为 今后 处 理 癌 题 的 出 发 点 。 
如 对 (68) 式 取 均 值 ， 则 


EMO =a (= Ее лос оаа] 


= ас ME)du 


= fna- аук, (udu (69) 
Ж в. (0) = EE) = 0 
p»4 н.о) = Eint = 0 


R,.G,, t,» = Bint nete)} 
- E([ nc; - totu 


. f hct- vecv)ar} 
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-| "het - u)htt, - м) ЕО) СУ) западу 


трт 
= f f het, — u)h(t, -VR (Ud v)dudsy 
n ú 
(70) 


由 于 输入 为 平稳 随机 过 程 ， 则 
民 。 (ti, ti) = |. ве htt- v) R, (u - v)dudv 
(0) 


MA R(T) = oe 3 代入 (71)o HEU, HD12v20, 
tni, ДИ 5-15, 


EI. 


v IRE {ЕТЕНЕ 
5-15 


п (71 h ap v fus, W PRE APO РГО, ч) 


Жа, ts HÍT: 
. ti v 
Ras, 53-7 | ce де-°*'#-*у5е- 50-7 dydu 

" ° 
Et 12 
+f gezene f et gee 6v ^ dvdu 
n д 


НЕ [0,ay р v<u, 在 fa， 610 vou, AX 


e" tirunen" а iu 





ti 
Rut) ао | йа 


. кебез _ i)du 
* 857 ° 





z r 1 а -n tintU -& izan 
Tg a- Ë е есе е 
(e'*=B aa 
20 -Bitz ti) =at t}- lj) 一 本 了 上 二 Eg 
= aW (ae in- fe 2-10 + Рв юз 


+ детін meia tia rl gge cons ty 


辣 理 可 求 得 当 t, t 时 





R t = aot - 51-1 cg -grtií- Uy 
“л б, ta?) 1 B {ае е 


+Be-sttitin + ае ын m et titoa Eg 


一 (reU lieti tín 


把 上 两 式 合并 得 





Ruth, tm. [aec iet pent 


ec? 
a? 一 В? 
+ fe ‘+12 pag Mt E28 tij 


= ge cti RIEN 


当 t,— oo, t=, Ё, ат 


z 
Raito t,) = sop 


{ает Sr ~ fecit y 





щи, ER ab ш SOS АЛИ КЕ HUE gr ВОЈА 


出 解 微分 方程 的 方法 容易 一 些 。 


宙 于 输出 相关 阔 数 是 z=t 如 一 te 的 函数 ， 故 在 稳 态 情况 下 


输出 是 平稳 的 随机 过 程 。 


KEHO ?中 可 以 看 到 解 一 般 线 性 、 时 不 变 、 动 态 系 


统 的 方法 。 


如 内 动态 系统 的 冲 激 响应 为 h(t)，(+>>0),， 输 入 为 随 


机 过 程 ， 则 系统 前 输出 为 
|» *858* 





qt)= [he oicodu qo 
对 上 式 取 均值 得 
п. е [Act пул: nodu (73) 


(73) 3CUEE] PR tH is BJ 39 18 29 А ВА ВЕЕ ht 25 8 А ЖСП Ж 
统 的 池 激 响应 的 卷 积 。 
Realt, ta) = ЕТО, ТСЕ) } 
= [ihe -| 5a 


» R, (u, vydudv qo 
Ek RIS РЕН ЗЕ ва кЧ Ro. JHO BE БИЛБЕ RD dH © 
BUE EPI КХТИ IE ЖЕТТЕН, ВРА XUL 
Nest f;, EIDUOERBUM., IBQEUNRUENOERESE. — 
如 果 只 研究 系统 进入 稳 态 以 后 的 情况 ， 只 刻 把 输入 信和 号 
在 t= - co 时 接 入 动态 系统 。 那 么 在 t>>0 时 系统 已 趋 于 Ë 
态 ， 此 时 


по | ве адауаз = | һ(ї-шуёсдо 
i hcuy£ct ~ u)du <75) 


ТШ УЯТА. АЙ АЛЕ TEMI, T 
Ws (t) = EEct)} = й, = Ж 


BR (t)= Estt}} = r h(u)E{E(t-u)jdn 
saf h(u)du 
= XA Ca 
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即 输出 过 程 的 均值 为 常数 。 
R, (Xt), 5) = EtrCt,ynCt.)) 
-f Ü hit -hit -v)R, (tu, v)dudv 
H FEDERER YEAP, R., vs R, u-v), 
& Raty tys | | в-к 
«К, .(0- v )dudv 
a | noh 
“К, (t, ~t,- ur v)dudv 
Ereti -t B 
к. to= T. | hwn 
| R(t- u+ vydndç (т) 
KODARA К... t)-7 R,400, CAERA 2S 7 HI 28 
数 。 局 时 因 us CO) = Ж, Ор ИЕ а 过程。 
求 输出 相关 函数 可 以 和 分 两 步 进行 ， 
(1) жтт) ЕЁ (ЫК es ap B. BMR пСО 00) 
[B] Н ЭЕ pe A. 
Enit Eta) = R. СЁ, ta) 





-=E (f h(t - WE едо } 
= 上 h(t,-uyR,, (и, ty du 
af h(t,- u)R, tu tdu 


= j hGDR,,(,-u-t,)du 


» 360% 





= 人 вск, c nan (78) 
ODAR R... (t, to ЖЕНЕН] r= t, t, А pf, 3x U BH 
?ft) 和 Et) 阿 是 联合 平稳 的 ， 即 经 过 动态 系统 后 的 输出 与 


输入 间 是 联合 平稳 的 。 
(2) GE "COBJHHSS c E 
Б.С) = Ein ymo 


=E [aeo hít, -vstvdav} 
= 上 B(E,— OR. (t, v)dv 


hc vi h(t,—uy R, (0, v)dudy 


ne bay В, (t,—-u- fe v) 


-人 |. h(a)R,(r- u + v)dudv 
<79-а) 
Ш у= —у/, ЇЇ] 
R,,(t,, t) = К.„(т)= | ће ҹу” {ьо 

. В... (r — u— v! dudv^ 

=f hC-vOR.G-vdv/ (79-b) 
‹79-А,Ъ) BEBO AERE C Ro CEIR HOS РЕ E 
经 过 两 次 卷 积 得 到 的 。 48 — Ix di S A RE ce SCR р А ТЫ Ју 
Һс, НЕА НСО ЕСО BTE ЖЩ К.т); 第 二 


次 是 由 R.G) 5h DT B. 
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$4 用 功率 谱 密度 的 方法 研究 线性 
系统 输出 随机 过 程 的 统计 特性 
设 输入 上 复 平 稳 随 机 过 程 Et) 的 相关 函数 为 Raum, £ 
相应 的 功率 谱 密 度 为 Sie (f) 
S, CD [Rae *dr (80) 


R 0D =f S, etdi (81) 


MEA ELA, 当 系统 的 输出 到 达 稳 态 后 ,输出 过 程 也 是 复 平 
稳 随 机 过 程 。 输出 相关 函数 良 ,,(r) 可 用 83 中 式 (77? 表 示 之 ， 


B. = |, Бо |. Ба) ks utv) 
Té ni PR di Zr gs EA 
5..0) -f R. „Сте зя ° q+ 


"89| ве 


¿Ra -u +v) dudy erar 
#т-п+у=з, Ш т=5+0- v 
5..0 - [f J senna 
| R., [jett nto +u- "dsdudy 
-| aee apenas 


.RQQge art tds 
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2 = HG HGD S, (© =| EGD P5440 
B Sa OD =] Н (il; 5..0) (83) 


其 中 Н.Л) = f h(tje-)*'' dt (845 


R G5 ESL КЕБ с ЖА ЖЕТИ) РЕ Ж-НА г. 

(8) АНД T 58 Hi ELB 9 МЕТЕ ЖЕ HESS TR BEBO PERRO 
数 绝 对 值 的 平方 乘 以 输入 功率 谱 密 诬 。 根 据 动 态 系统 的 特性 
аршу Зи, ЯА (азу 式 可 以 得 到 输出 过 
程 的 功率 谱 密 度 。 再 利用 傅 绕 反 变 换 可 以 求 出 输出 过 程 的 丰 
KAR | 


Култ) -{ S, ,(De!rt*dt 


-f | HGD PS, етта (85) 


RER FE oe Ve (US EFL ТИЕ TC 2y biri Bs, 

A pEXE BÉ pt a u RH h ЖЕТИ ВЕ HEURE М IB S RAURUR o 

例 一 Юж КЕЗ BU LER T ti ИИ 

at. 

R ” 因 输 入 随机 过 程 的 相关 函数 为 
К,,(т) = atenta 


输入 过 程 的 功率 谱 密 度 S, (б) 





2g? 28 
5..0 о! gr руз 
Ra HL AS АЖЕН (f) A 
| 1 _ a 
На? = ~ териси a+ zt 


s 863“ 





其 中 <= дь, RA (83) REHA HIR zh Б 


afo? 


Sa (Í) = ar GD ° ВРЗ sy 





= Зав! 005] _ 1 | 
— FL É? + conty? а? + (2215? 





ЖЫ R..€QD = gr Lee" r — [e t 
Kak +B] ИРА Е, PB: ss БЕЛГИ L pp LA Hi 
过 程 统 计 特 性 的 一 种 比较 简便 的 方法 。 


讨论 ”在 积分 电路 的 例子 中 ， 如 果 
CI) 228, BL Tte, стз, т, 是 电路 的 时 间 常 


Ж, т, 是 输入 信 咎 相关 函数 的 时 间 常 数 。 此 时 ,Rskr) 的 表 
示 式 中 第 一 项 起 主要 作用 ， 故 

Eanair) goten sl 
ED dy E DESLIE B 36 E А. E В. M. 
Bib ЛИЛЕ ЛЫТ, т. ЧЕШИ ERNE ЕЛЕ, т. 大 说 明 输 入 
ОНЕ SE БИРЕ TERR B, ШИ A Ens НЕЗ XE 
统 的 带宽 十 分 集中 ， 如 图 5-16 所 示 、 因 此 输出 功率 谱 蜜 度 几 
平 与 输入 功率 谱 密 度 一 致 ， 即 电路 没有 改变 信和 号 的 功率 谱 密 
度 ， 因 此 输出 相关 函数 仍 汶 0 7e-*"。 


(2) ВУ, а<<8, ML >D r.lr,, Hb 
Rao D ФЯ ma ШЕН. s 


R. O) А076: els 
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Sun) 


Н р 


0 f) 


5-16 


ARBRES FREE YT, 电路 的 时 间 常 数 z, ХАЛ КАРЕ КУ З РВ 
ж, RRA TEE E АН ЖЫП Га a A a = REDDERE W НЕЙ 
带宽 很 寅 ， 如 图 5-17 所 示 。 输 入 信号 通过 电 足 ， 高 颍 分 量 豪 
减 极 大 ， 能 通过 电路 的 妈 仅 是 一 些 频率 低 的 分 量 ， 电 路 使 输 
引信 号 的 功率 审 度 不 间 于 输入 信和 号 的 基 率 密度 ，$Sss 00 决定 
于 系统 的 带宽 ， 因 此 输出 的 相关 函数 


Ra G> ш Boe ' 







It] 
Sutfy 
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例 二 ”研究 白 侣 声 通 过 理想 低 通 滤波 澡 后 输出 过 程 的 统 
HR HE 
W DIU ERES {КОШИП E Tir ti ЕПН ЧЕТ 


度 为 
$, - ft ‹ if <t 
0 CP eR S IR 
取得 氏 反 变 换 得 和 输出 过 程 的 相关 函数 


f 
R,, t) E куе 


sin2st, T 
zT 


当 ”+0 时 其 极限 为 


R,. (0) = На K sr Ts2K,f, 


Ш R.,G)= R.. (o ne 


KERTA R..( n i) =° (п=1,2,3, ++) 这 说 明 nt) 


ял (+*+-#—) э ns 时 是 正 交 的 ， 即 相隔 时 间 为 —7— 
Cn 二) 的 两 个 4(t) 值 是 正 交 的 。 若 输入 过 程 的 均值 为 等， 则 
相交 时 间 为 3 (n 夺 0) 的 两 个 4(t) 值 是 不 相关 的 。 
在 (85) 式 中 邻 r= 0， 可 得 #(t) 的 均 方 值 
Rs 0) = Et MOL у= | S Фа 
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=] HGD фа ` (86) 


利用 (83)7 、(86)7 式 可 以 证 本 任何 复 平 稳 和 随机 过 程 的 功率 
SEHE Se O0, 
FAHARI ШЕ НҢ, dn HR EEAS (t< 0, BN 
# ta 邻 区 内 €f, - 8f, t, 50. iR S.D x 0, 
设 有 一 理想 带 通 滤波 器 ， 它 的 频率 特性 为 
ноо - f! (E, - Gl cff, +8) 
0 CH fcm e DX) 
经 过 该 理想 滤波 器 的 输出 功率 密度 为 
S, OD x 0 (f, - 8f fui, + 00 
Saa Ф) ={ 
(其 他 频率 区 } 


于 是 根据 (86) 式 有 
Ra = Е{ 691 : у= [. S. Фа 


ZEE 
- | S., (Эа 
Esaf 


АЕА: 
-| S, (Ddf« 0 
t * t 


Fi THERE BI EL fri E E yy {& S tK ВО, AE 上 式 不 能 成 
立 ， 这 说 明 S... < 0 BJ BAE Ef. MX S; , (D 20, 


85 ”联合 平稳 过 程 的 互 关 函数 与 互 谱 密度 


EAR 人 1 中 已 经 握 到 了 两 个 或 两 个 以 上 随机 过 程 联合 
平稳 的 概念 ， 在 本 章 83 中 也 遇 到 了 输出 过 程 和 输入 过 程 Bl 
的 互 关 函数 ， 而 且 在 83 中 已 既 说 明了 如 果 线 性 动态 系统 8 
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入 是 平稳 随机 过 程 , 则 和 输入、 输出 两 过 程 是 联合 平稳 的 。 
平稳 随机 过 程 的 自 相关 函数 的 传 针 变换 为 该 随机 过 程 的 
功率 密度 ， 那 么 ， 能 否 对 联合 平稳 随机 过 程 的 互 关 函数 取 情 
КЛЕ 987 
AX NE S 3E a ДАК СВА НОВ RERA 
Н Г, Вр 


S. 0) -| R, (rye tit dz (86) 
上 式 中 К„,(ту=Е{1(%,)Е(%,)} (t, - t, =T} 


Xf 53 —JÉ XB E XE pU 
R, m = BE (EL } 


十 种 形式 豆 关 前 数 的 关系 为 

Rs (tT) = 8,0 D (87) 
TEL э В E B9 ИЕ 

$,,«0D -f 民 ， (r)e tt dr (88) 
w 5,09 | Re dr 


: Ra (= Dent dr 





ut =т=, ШЇ 
S,, (D = f Re tt ds = S, (Ü (89) 
(86). (88) 两 式 的 反 变 换 为 
Ra G= |` S,, (De?! df (90) 
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R., G) -| S, (fe idi (91) 
(90 sk т=0, MH 
R + (0) = Е{л (ЕЕ (ТУ e sdDat — (02 


(92) 式 中 如 果 (7) 是 两 端 元 件 的 输入 电压 ，7?07) 是 其 $8 
ABR. ДП, ORRA, M (92) 式 左 边 代 
Ж АЛЕ И ЭШИ НЫ, ЖА б ИНК Xe Up. W 
S,, (全 代表 它 的 功率 谱 蜜 度 。 

定义 了 互 谱 密 度 就 可 以 研究 两 个 联合 平稳 随 机 过 程 
EH, aO 22 üt 0) 的 相关 函数 及 其 功率 谱 窗 度 六 。 
£ GD = £ (t) + Ht) 
Raa G) = Еву 
=Ed[£ (t +z) ++] Е( УНС Jy 
=R,, Gy + KR, Gy + Ris (r) +. rT) 
于 是 Sga (D =5,, 00 + S, 00) H Sea (D Sa (0 
根据 {89) 式 5..0) =S. 0) | 
这 就 保证 了 Sis (D 8,00 0 5,,00 +S,, (> J& SE 3, 而 
Su DEXA ТЛ Элу s EE БЕЙ ДЗ Ж Е. 
ШЖ СЮ. ТОВА SE, BEM., nO 是 正 交 
Hg, ШЕТЕЛДЕ SC 
Ris (r) = Е (t HD 2(0)20 
Ж SS) =S,, 0) = 0 
于 是 S, (© =S,, (> + Sun (fy 
Reri = К, + RO) : 
再 国 到 研究 线 注 时 不 变 动态 系统 。 上 tt) 为 其 输入 过 程 ， 
#7(t) 为 其 输出 过 程 。 根 据 CHO x 
» 369 • 


ИОТ 


对 上 式 取 付 氏 变换 得 
Ss dy = P Rae (rje *'!* ат 


-f f hao R,;,(r- ау due ttt dr 


-f P hiy E, : {ve irt ore dudv 


= HGgb8,, (5 (03) 
根据 《79-b) 式 
R.. (z) = [ hté-*v) R, tr = v)dv 


5..0) = 7 R..(r)e- 7"! * dr 


-f r h(-wv) Ra, (r> ууе 1246: dvdr 


f h(—w) Б. (Ye itt бю dsdv 


zi R,,(s)e 'z*t ds r h(-v)e'*!*dy 


- 5..0. HGD =H GD HODS,. (0 

= [HGD] S, (E) (94) 
РЁ, HEC., (73), OD, CD, (79), (93). (94) 
Жун ХЕ ЕИ ЖҮРЕ ЖИ ПЕ И Л ЖЕКИ tE П 
的 关系 方 框图 (图 5-18) 

例 一 设 有 电路 加 图 5-19 所 东 ， 输 入 过 程 £ (t) 为 平稳 随 

机 过程， 且 E{ECt)》 = 0, Re) = ge s л, (D 0, (1) 
Bh gti BETE PS 26 ES HL REUS HE, 
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0) | 20) 


AQ 一 一 -一 -一 -一 











Hy 
S) 
F 5-18 
g H gd- К -= Prts 
w 这 rt + 2и 
Rẹ jaztc 
1 
+ " — 
Ї2ліС 
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其 中 a= 


Ei 





l! 


н, 


n j2zÍ + 20 


Re (r) =oze- nl 


S, (D = 2° 8 
UO gar 


л, Ct) = 上 h, tmDEcuda 
n, (t) -f h,(t- VE dy 


К, sas t2 = Ein (Чї), (t9) 


eff h, (t, -WE Adu 





Ju -У)& оду } 


FF aic ox Gv 
+ ee (u— v)dudv 

=| D n (а), (v) 
Ri i (t, -u- t, 4 v)dudv 

= EE h,qDà,(v) 
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Ricetr-u+vydudv 
有 sasttiystsy 仅 是 时 间 差 rz=t, 一 ts 的 函数 ， 
BB ER.aOut-RER&a0 


-[ ors 
. Re (1 — u+ v)dudv 
对 Rain (O {ЕЛЕ 1% 
Saa d [кете dr 
= LER. h, D Б, {у 
» R, , (rz— ün+vye-!š*t t drdudv 
= H, H; G5 S. 0 


Ж Sas (bD -( а ) . C 2a Tus ) 
А ( 20° В 
B: + (uf)! 
Š. = H GDI °S, (D 
а? + (221)? 20° 6 
(2a)? + (2л): + (22D) * 
S, aO) = IH, GD] 'S,, (f) 
_ а? 20'B 
Вау + (D В+ (Ояу 
HZ ” 设 有 两 个 线性 时 不 变动 态 系统 ， 它 们 的 转移 函数 
42 A H, 09. R: (六 )。 如 用 同一 平稳 随机 过 程 &(t) 送 到 
二 个 动态 系统 ，m?i (t). s, Ct 499] 29 pH A BE B) 88 Hi, E 
BOO БИЯ, PJ An PPB Н, ао, H, goy RE (& HE 
| * 373 • 











ЖО), (Ct) Ж#Н АМЫН OLE 5-20) 。 


n». 


1.) 





图 5-20 


R 7.0 = NJ (t- w£()du 
= NC (Et indu 
g, (t> = Гь, (t- v)E(v)dv 
- NE Су) (t — v) ду 
Е{л,(Ю} -[ h, (t-wE( (dus 0 
E(n,ct)) -[ h, (t -v)E(EQO)dv- 0 
E(n,(t,) EKAI, =E Гь. a h, бу) 
ЕФ -ШЁС, TV) dudv} 
- | h, (u) h, (çP) 


"374 


т 


«К. (t, t, —u+ v)dudy 
-| f h, (u) BO 


.R,, (r~ t + v)dudv 


H rst, -t: 。 上 式 说 明 n, Ct)n, Ct) B ЗЕ Sk Et R$ la) Ж 
тА Ж, BD 


Rain (z) = Ен, (ү), (t,)y 
=| [| no ву 


+ R, (t — u + v)dudy 
Hk n, C0 m, CO BI ib sb BEN 
S,,. (t) = Rain (Оет ptr dr 
= H, Gb H, gb Sit (Ü 


HIREA, ОРЕ EE Pa % B!) НИТ 
Ж FE E bt ЛЕТА, ВЕРВЕН CAR. ms- W 


HHG 


Н. P» 7 ` 
Hir) 





图 5-12 
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Sal) =0, F AE Кш GD 70, Шал, О 0 2, 00 是 统计 
不 相关 的 。 | 

ЖЛЕ EOOH- ERTE, BARAH, Ct. yat) 
ЯЛЕ 210 IIT H7., n, Ct) ЖЕҢЕ {ТЕ ЖЯ 88) 
程 } 而 当 |Н, GDI IH, gD! = 0 Bn CD 0, CO JA HEAT, 
Bs. CO. n, (Ct) 是 两 个 彼此 统计 独立 的 正 态 分 布 的 随机 过 
E. BARRAKA -随机 信和 号 源 所 颈 动 、 只 要 两 系统 的 通 
带 不 丰 交 登 ， 就 可 以 得 到 两 个 相互 统计 独立 的 过 程 。 


$6 线性 离散 时 间 动 态 系统 


对 任何 线性 、 离 散 时 间 动 态 系统 可 建立 一 差分 方程 作为 
撕 述 该 动态 系统 的 数学 模型 ， 也 可 以 采用 单位 祥 值 响应 和，》 
以 措 述 该 系统 的 特性 , 也 可 以 采用 单位 样 值 响应 的 2 86 B 
线性 离散 时 间 动 态 系 统 的 转移 曾 数 撕 述 该 系统 的 特性 ， 即 


BG) = Jl hz (95) 


k= ә 


其 中 z 为 复 变数 ， 日 {z) 在 离散 时 间 动 态 系 统 中 的 作用 相当 于 
连续 时 间 动 态 系统 中 转移 函数 H GD 的 作用 。 对 于 共有 因果 
人 性 的 线性 离散 时 间 动 态 系 统 ， 其 单位 样 值 响应 具有 下 列 性 
Ж. 当 k<0 时 he=0， 此 时 


Ноу = Y? hz (96) 
k= 


如 果 离 散 时 间 动 态 系统 是 线性 、 时 不 变 、 因 果 性 系统 ， 它 的 
WE AFSP x(ky= x. k=, 一 2， 一 1 0, 1, 2, сз, 
Ж RRA ЭАК LR DJ 
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y(n)= УЬ, үх(К) 
k--9 


= y: h,x,.k (97) 
因 系 统 具 有 因果 性 ， 故 
у(п) = > h, Xk = y; Һ, х, (98) 


HI ЖЕПЛУ ЕЛА zs ia uj ШЫ. ИЕН 15 38 {у {ИЩИ КУ 9 RR ER e 
(97) 式 两 边 取 27019 
Y (2) = H (x) x (z) (99) 








式 中 Y (z) = Y: y(m)z-" (100) 
хб) = ,xapDz" (10D 
即 XO)», Y(2 代表 输入 序列 x (ny 5 8 HU F 2J y (ny Ë9 EA 
换 。 
H 设 系 统 的 单位 样 值 响应 人 Ph,} 为 
0 (k< D) 
h, = 
` P (kz 0) 
ЖЕНЕ ЕЕ Ж. 
- 1 ; 
s Н (2) = "Ts 


该 式 在 iz |221 时 存在 。 
例 RAFIO), CELA 
x =Í 1 (к< 05 
0 (E20) 


求 它 的 2 变换 并 (2 。 
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E X(z2) = 5) z-t = Ers 
该 式 仅 在 |21 < 1 pp m. 

E Ei 85 PA. His Je ИЙ T e WE PESE [EF ЭЖ ph T E Sr ЕН 
间 动 态 系 统 的 方法 。 现 在 的 人 性 务 是 当 激 励 信 号 为 离散 参数 的 
平稳 的 随机 过 程 时 研究 零 状 态 响 应 的 统计 特性 。 | 

Ur EH = ЛЕ ЕЛЕ T PR Н SECO L Bu Ps W T. $ Bd 
机 过 程 {Es sE (ta), to= 0 +1, +2, …} 系统 的 输出 
为 9o， | 


J s уу h, xE, = s h,£,., (102) 


"t 

Etn) = E( 5 һу, a ]= Yom Eta 
УРА, EG...) c WM 
M EU sm D h = J = Ж || 0032 
其 中 了 为 一 常数 。 

ORRERA 


R i (m+n,ny 一 也 { min} 


-E{ E us 
уз} 


L= = > 


- У Lh hiElés om. En-a} 


k=-=< d--- 


由 于 输入 过 程 为 宽 平 稳 过 程 
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Е{Б„+ш-кЁ 2а} Recm- k +i) 
于 是 
К,.ап+п,п)= У) DX h,b,R,,Gm-k+i) (1043 


k=- i= = 


(104) АНДЫН {МАЕ miis Xe, ИП 


KR .,O(m +zn,n)y=P (m) 


- > Yih ih R.m- k+l) (105) 


ks "U--- 


根据 5103) COD GR, EU; = 常数 ，7 tt) 的 相关 函数 仅 是 
了 时间差 тау, пн ДЇ т B аш. 

REN ZAGO, (3 EAT E PAMIR Ж sñ 
数 和 和 功率 谱 密 度 间 的 关系 为 


УЛ Ri (ett ed. 0) -raisa (106) 


keso 


2 (7 hetdie Ru 00 @Е<0, 61, 62,75 
(107) 

eitez (106) REF R, , Cky BZ 34, Вр 

Pe; (3) = > RD | C108) 


k= - о 


于 是 zH ¿q bo. ez: 'dz- Ra, (k) (109) 


(108) 式 为 “平面 上 一 个 合适 的 亲 路 积分 。 (108), (109) 
两 式 成 为 一 对 2 变换 。 
设 输入 随机 序列 侍 ， } 的 相关 函数 为 R, (9;， 其 相应 的 


ZERA DIL) = È K. (z * 
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求 输出 过 程 (п) [К] ЖЕНЕ ШЕ. xp (105) 式 两 边 取 Z AF1 


@Фах(®) = у? К, (mz 


Hle о 


= У | ре hah. R, ike b e” 


mM- -rie 


令 上 式 中 mk+i=n， 并 改变 其 求 和 次 序 ， 得 


Brn (2) = s hz“ Y h, ;z! Y, К,,(п)27° 


k =-= im- п=-= 


6110) 或 给 出 了 输出 这 程 的 功率 谱 密 度 。 对 该 式 取 反 变换 
即 可 得 输出 过 程 的 相关 函数 


Abo. z- ' dz=R,, (k) 1D 
2zj | 


A ВРЕВА ЈА И, РОНДА hr P {ИЩИ py 25 
(nh, Һ. Я XL 
h, = (° (c0) 
ег (k>0 a0) 
ЕУ, CEIR. MARRA 
DAGE- [Жар 8, CRB 0, Hi 
Ov 20) 
R,.(n) =. 
\ 0 (n=0) 
ЇЙ ^. J рз A ж BU d БЕРЕ Ж SR T USERS БУ {Н ЖИН Ж ER 
M o) 动态 系统 的 转移 函数 


H (z) = Y ex б< y? ea 


кей кер 


s 380 * 


- 1 _ e 
7o [-(et*z)! es gi 


C2) BR E4F,)= 0， 则 根据 (103》 式 有 
Elm}= 7 h,E(£,..) 20 


(3) #h2 hL 482 EA 
N. (n=0) 
R. (n)= 4 2 
LO (20) 


故 其 相应 的 Zane y 


D (Z) = УТ Rez’ N, 


M 2 


(4) 根据 (110》 式 得 


Qa n (Z) = -—— ` 一 - 





eN, 
206% -z^')(e* —z) 


(5) RO. COBRE ds, 
ru зо _ “1 
因为 Ф.) = [S (e 1) 132 


e" — z 











+ e?" (e?? 29) 


o! Lp 1 


ele gT 


CE BUTLER COS 
| + 381 = 


.* 382 * 








етшщ 


2 Ee C= 0,+1,+2,.) 








76ó—4—-3-2—10 i 2 145 


^ч я) 


ga t X aoan N eit 
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87. 平稳 随机 过 程 的 谱 分 解 定理 * 


一 个 确定 性 的 时 间 诡 数 《周期 的 或 非 司 期 的 ) 可 以 看 作 
无 数 个 简 谐 振动 的 党 加， 对 于 随机 过 程 是 否 也 有 类 和 似 的 结论 
JE? 例如 ， 


1》 随机 过 程 i CD = Pone e, Hp (ray n=0, 


па os 


+1, +2, +3} 298 ВЕ EE A, H Е{ } =0, 
ELN imt =OS nms 


Ў о2<0о, {о} Ц, W) 互信 (人 = 


h == s 


BAE (ty (5) уе Zoi ЗЕМ | 


йо = — со 
- 
‚ое е 
т == 


其 中 =t-s。 因 此 ， 随 机 过 程 Ett) 是 平稳 随机 过 程 。 日 具 
有 离散 功率 谱 ， 谱 线 位 于 os 处 。 所 以 这 个 过 程 可 以 看 作 具 
А НИ а 


(2) 随机 过 程 ЕСО = > (E,cosw t+ n,sino, t), 


= со<+< оо, Ж (Ё, pna Ny, (5,, 1 cn NH Ag HR 
Xagscpügtx PEZ, БЇЛК} = 0. Ett) 20, EEn = 0, 
1=n, тм, ЕХЕ.) = Епл) =0. CBBnmy Qi, prn 
为 任意 正 实数 ， 则 

Е{Ё (Оу =0 
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EEE) = > 0icoso,(t — 5) 


N 
= J стїсозФ„Т 


其 中 TY=t~s。 因 此 随机 过 程 5(t) 是 平稳 随机 过 程 ， 且 具有 
离散 的 功率 谱 ， 谱 线 位 于 @ 处 ， 在 w, 处 的 功率 为 c4。 因 此 
这 个 过 程 可 以 看 必 具 有 随机 振幅 的 简 谐 振动 的 彼 加 。 

从 上 述 两 个 例子 可 以 看 到 对 于 离散 谱 的 平稳 随机 过 程 来 
说 ， 可 以 把 它 看 作 具 有 随机 振幅 的 箱 谐振 动 的 到 加 。 那 末 ， 
对 于 任何 平稳 过 程 是 否 都 可 以 分 解 为 随机 振幅 的 简 谐 探 动 的 
到 加 呢 ? 平稳 过 程 的 谈 分 解 定理 轩 答 了 这 个 癌 题 。 

AADEL. LERES LCD BEL р 带 带 
通 滤波 器 ， 如 图 5-23(a) 所 示 。 


йу?) 
na (ty 


VERTEER 





i 

1 

š 
- 


图 5-33a) 
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各 带 通 滤波 器 的 通 频 带 分 配 训 图 5~23(b) 所 示 ， (o ALS 


фә f. fan fes 
44ti2£ lf B сз £ 


图 5-230» 


为 І, = 0, 1,215, Dnze,—-1,0,1,-, HAE UE B E 3 
从， 于 是 各 带 通 滤波 带 的 输出 为 


п = | h,(t—z)Ë£(rydr (n==., —1, 0, lp“) 


ЖЕАР МИНИР MDE, EA H (t) 也 
анар ELE, b TAER 28 BU 38 R AE, PN 
f üEDE SR o iH SE ЖАН. SPART UBQEREBU BOTE TE ИЛ! 
均 非 常 小 ，Ai->dt， 世 致 可 以 认为 各 滤波 器 仅 介 许 一 个 单一 
频率 (1,) 的 分 量 通 过 、 因 此 可 以 认为 1。.《t) 具 有 如 下 形式 ， 
n, (t) =d2(t, Ie! a: (о, = 2xt.) 

其 中 dzttu) 为 一 复 随 机 振幅 。 这 就 说 明了 随机 过 程 £ Ctyuj 
以 近似 地 表示 为 





EQUO = > dZ(f,)e!"a* 
当 dte 0 hr 
E(t) = etaz (со = олбу 
z) EM LAE PETLER, — oo << оо, БЖ ДУРУ X 
理解 为 均 方 意义 下 的 积分 ， 即 
| еа =l,i,m s: dZ(,)e!*a* 
而 dZ) = Zü, td) — Zü.) 
* 585 = 





FA ES, .可 归纳 成 平稳 随机 过 程 的 谱 4) JE s 
Ж. 

定理 WOO, co<t<<eo} 为 均 方 连续 、 零 均值 平稳 
随 枫 过程， 出 二 人 ft) 可 表示 为 - 





ЕФ) = of. e'dZO) . (6-2) 12) 

其 中 “ZKb = |， imd L M ped: a13) 
H ZG) m ТЕЙ, 

(1) Е(20)) = aio 


.€20 3XEIXIBI E + A Pd. d ‚+ А!„) ТІНИ] 
EZO, + At) ~ ZG O2 EZd, x A, Z0, 1) =0 (115) 
C30 EtIZ(t 0) - ZG, DY Fd ~- Fd) (1183 
A. F (D) Eco has ids Fk ZO E COBRE ER 
数 。 
在 证 明 谱 分 解 定理 前 先 证 明 几 个 引 理 ， 
引 理 一 ”对 于 每 一 个 具有 正 交 增 量 的 过 程 Z(f) 必 存 在 
AJR mg, F, tE 
Е{]2@)-2@)}}=Е(@%)-Е(,) m) 
证 任意 轿 定 一 个 数 f,， 且 定义 Ft) 为 
Et1200 - Zi"? det) 
FO {Ее - Z| :) <) 
Е{ |Z) - 24.) Y= Et[ZG, -Z4,)3 
-(Zd)0-Zaoi 
=E(1|Z(t,y ~ Z0 1 
+Е{|2@,)- Z4) 
-E4Z - Zà01UZd,) - Zn 
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-E ZD- ZEN] CZE) - 20,91 
利用 2 的 正 变 增 量 性 质 ，《1 ) m >i i 
Ei Z6) - 206,01) =Е{}12(%)-7(6)|°) 
-Е{{2@,у—Ж(%,){°} 
=Fd{,)-E,) 
(2) *4f,>t,2=ef, mv 
EiiZd,)-Z( 5) ' = ES, )-Zd, X5 
-E(JZ(f,) - Z(t,)| *) 
s F(f,) - ЕС) 
(3) 31,021, Ё Ы 
Е{ 120,9 - 20,911) 2ECQZÓ - 20р 
+ REZ) - 204,001} 
- 2Е{ |20,9 - ZO DU 
= 一 к) 一 Ef, + 2U (1,5 -FE(GC, - Е) 
Bot 1.1 mf mE 
F(fj)- Eo = ECIZ( D - Z0] 320 
Bp Кау ЕБ В. 5) AHE- 
TEL iE ZO dREEHBPEIDPÉ, Н КД, WA 


gf е алдей, 


证 Э КЕИ ӘКЕ ERR. 
= 06«78, so 





-< <s,< +- <s,, LOO 


Hs, = s, ГЕГУ = Saris 现在 抬 上 述 两 类 分 点 登 加 在 一 
起 得 到 分 点 i 
~ oo S, XS, I<. S, ga < oo 
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4 4= | = e" Zu) =Z G) 
一 үз elakt Г в, ,,) -Z(8,)] 


-]x (elit piri гу 


k=] 
*[Z(5:,,2 — Z(S.) J 


其 中 А. pr 是 某 一 个 51, W 
E |A| ауе касете? 1 
k-1 


T 

° ГЕ (s...) -Е(5,) J= imax ett 
kel 

一 etasrakt| Еву.) — Е(в,)] 


= тах jel**!k! ~ е} туб] з 
Izter 


6 СЕ (5, ,,) - F(s,23 
BUT. 1c 7 2,1 = max Is, -sl + max S... Ss.l 
当 n—0o, m-»co, г» оо 
FlAl:-» 0 
根据 均 方 收 伍 的 充 要 条 件 可 知 该 积分 存在 。 
IREI BE 为 的 方 连续 的 平稳 过 程 ， 且 其 谱 v 冰 
ЕОС HES (D 在 (一 cc, 人 上 的 积分 ) 连 续 ， 刚 


т ба 
200 =l m [. eg (O46 onn) 存在 。 
证 €T, 
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т. -tot a 
Eí rj... ° -jt it (o dt 
-十 全 | 1 
2л J-r ү 
= Е =Í е-!°*-1 | 
[iz TsltlsTa 一 北 оа } 


MANN eT- — į2rt š tt) 


= |, 
И É _ P= р w = fran 
| 





etatu] etera} 
"1 е1 
TislaeT — ТОЛЕ 1275 t ) 








не 
. dtds - | f рл 
& (5) } Ë Tiris Ti) ristatsT ~ J27t 


els. i 7 t=? " 
tomus | °® AF 00 átds 


-| | f e^! - laimes 
= ——— 
-wd трет T2 Tisi АТ; 一 ]2zt 


. 1а лө dtdsdF (u) 
= 





e-Yet_] ETEN | 
— — e аъ dF) 
NM = j2zt к 


-f f" B^ nderit 


-T 一 1 


-LSU elende] ав) 


- -Ë 
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БШК. {КЕНТ ДВ} Н ЕВ 
lim | iD Gu, Q) - Фу (и„®у| ^ dF (D = 0 


т elitat Lelass-e 





其 中 Quo) = a dt 


^T it 
Фо) = lim A. Qi:*2*, аі баве mt 
T-— Фл }-т # 


k T [ et 
° Tt 


т-= 23 
" еїї=*"' 2 е! б0жр- сәс 
+ 
f. + at] 


dt 








= lim |2 a 
Г] 


т-а Я 


Тзїп(2хи—Ф)1 
| а ае 


E] 


只 数学 分 析 中 知 
1 Q0 
1 sinjt d 2 ] 
a + t= {0 (4-20) 7.984 
1 
2 (< 0 
因此 


1 (o <<) 


Z (mimo id) 


M Ü (291и 1-8 sq 


或 0, ux) 
|-1 (и=1<0 Reso tco 
1 


QUO, Осро, w= әлі) 


由 Foo ies Sitara e ri sao 上 
A БОБО, ж H # H! «eL IN rn ar | <K, BL 


lim f Dw) ~ Dr (e, 602) | АЕ) = 0 


版 引 理 得 证 。 
下 向 证 明 谱 分 解 定理 ， 
1 利用 引 理 三 所 定 ТОЛТО Ea 


A Z0 = im yrf t ia W= 221) 
HEE =0 
C Е{2(1уу = 0 
2. 设 НЩ EAP: S, s,>s,, HU 
ЕЕС) [Z(s,) -Z(s,)]) 


даги і зяву 
= іп Е lie. er et 








izzu Ë (u) du) 


lzrazu —_ A | 
-dm[ „| е a ! е етапа ty 


elim| e! ¿|| "тне бн 
Я и 


Tæ — = 


* 891 ° 





-SG du jar tb 
4 u 





= entr [4p 22", -Du aa 


M u 


-i[ sin2z(s, -1)u dn |aF cb zx ені #1 
т), u 2 d->% 


+ [sgn(s, — f) ~ sgn (5, ~ E) jd F (t) 
= 全 estt {Г 


BRE ИЩ EAA S, 5, Ңз,>в,, M 
E(LZ(s.) – 2(з,›][2(з,) - Z(s,)1) 


р 12331 — po diria 


1 
= limf - 
Tos J.a лї 








E(£(00[Z0,) – #(5,)]}4% 


= lim 


тл 1 


U[! erit e jantet cns eraud (f 
| | xa e dtd FD 


"lim [шге ta, 
T—= 4i, 435 t 


_ A[' sin21(5,- Dt f 
ifta арна 


= f ; eme, 一 二 -sgnfs, - D JdF (b 


从 图 5-34 可 看 出 ， 如 果 S.S S.S EE SIS <S S, 
ЩЩ Е{[7(5,) -2{з,)][2(з,›- 2{(5,)]) = 0 





* 392 = 


ША — x 


$8, $a у S. 


B8a—— f 
EP 5. 5i 5 : 


图 5-24 


如 果 s， =S is S, =S,, 11] Е{ 12:48,) - 2(8,)| "+ =F(s,) 
-F(s, Bt, ZDW EAD, (5), 
3. МШЕ 


£ (t) e *'dZ(D (w = лб) 
即 要 求证 明 limE{ Ec -P e sazo | }=0 
E E [co - | етаго } 


=E {кс р+Е (f. аж 


。 | етаго} -E Gore 42} 
~ (rof e саш} 
E (Ec) E(0) = R, CO 


Efe f e . а20} 


= lim Y'e Е (eeolza..o - záo] 


n=m El 


Hp о, оро, Af efi el, = Avo, n, 
ҺЕ ИН, SLE п oo, max йк. fu 0, 
Е | • 393 = 


利用 《2 )》 内 的 结论 
E(eo[ баш} 


= lim Ye br u еа 


t — 


lim efg of rz}. r dF (f) = R, (9 
HHE lim (ror Ku } = R, 0) 


lim E F е! аха) |" ez) 
-à - А 


A> 


= im lim E [Xie'* Zen) - Zd, 11] 


Ama uomo кї 





А [Ee AU CE ZE) |р: lim 
i-i 


чыз Dw 


п-1 


X FG D -FdO3- [ако =R. 00) 


kel 
й lim Е{ E -上 eazel } 
А> = А 
= R, (0) +E, (0) — E, (09-Е. (0) 20 


BAYBIE HH T 3k FO Dp ЖЖ# Б] Ë Ct ШЕЛ ЛЫШЫ jn F OD 
APERA, Шук FOREARE 


_ тев 
Zf) imt |". — = (tdt 


EZD, 而 在 FD IIO ZO e LZ i-o + Zd 


+0)1,Ж н 20-020 ORMER Zd- -eA (+) 
.* 394 . s 





34 69 0E B 35977 Н, ЖОЕ НЕН A Z PEBE 均 满足 。 这 
就 完全 的 证 明了 半 稳 随机 过 程 的 谱 分 解 定理 。 

ED ZO 代表 一 个 详 过 程 。 如果 # Ct) 为 正 态 分 布 的 平 
区 随机 过 程 ， 那 么 zf) 也 是 正 态 分 布 的 过 程 〈 兄 第 六 章 ) 。 

ECL) 平稳 过 程 的 谱 分 解 定理 说 明 ， 可 以 把 每 一 个 堆 
均值 均 方 连续 的 平稳 随 宙 过 程 看 作 许 密 元 谐 波 据 荡 的 和 琶 加 ， 
它 的 元 请 波 振 葛 为 dze), xxi duds DERE TE ARA 
+, ЖЕРИ ЖИН ЭЛЕ ВИ dZ(D, 不 同 频率 的 复 氛 幅 是 不 相 
美的 ， 复 振幅 的 均值 为 0 ， 复 振幅 的 方差 为 dE eb, BD 
率 的 功率 。 

Xp £ (t) 为 零 均值 均 方 连续 的 实 平稳 过 程 时 ，Zkt) 是 一 
个 复 随 机 过 程 。 设 20-200) +1Z, (D 
Z, (和 Z DAAA Zeb f ЗАНИ, TE 

ЕХО = 全 eletdZ(t = r (cosot + jsinot) 


- [4Z, D +142, (07 - cosotdZ, (f) 
-上 sinotdZ, (Í) «al cose tdZ, (1) 


+ [ sinotdz , (ti ] 


НСО RER, БЖҖ Рр ИШӘ Ы О, But Z (DHA 

m3, HZ. = 2,0-0), 2, 0378 EN, BU 2, 0) 

= —-Z,(— f, W 

20-0 2,0-0 +jZ,(— f = Z, (b) - 12,00 = ZH 

BUG Pid. Ж а -d RE T +I, IRE, 

fnHB5-25Bion, ШЕРА ЯКОЕ E, АИ 
EijdZ(f) 42(—1)} =0 


* 805 * 


-f 0 f / 
图 5-25 
而 E dZ dZ- 0) у=  E((dZ(eD 13 


= Е{[112, iy + dZ, (QD F} zE(QdZ, (1512) 
+2JE(dZ, (dZ, (0) ~ Е{{42,(1)]%} = 0 
因此 E(dZ, 01°) = E([dZ, G)1°2 
E4dZ,(DdZ, (05$ = 0 
这 就 说 明 Z. (ТУП Z, (人 是 不 相关 的 。 而 
dF(f)zEtl|dZ(b|'; 
= Eq[dZ, (£3!) + E([dZ, (D T7) 


3 E([d4Z, (01) = E(dZ, (017) = AF (b 


88 抽样 定理 


目 农 提出 的 抽样 定理 对 于 通信 、 入 制 理论 都 起 着 十 分 重 
让 的 作用 。 但 是 在 信和 号 与 系统 的 有 关 书 第 中 所 讨论 的 是 关于 
确定 手 信 和 号 抽样 定理 的 证 明 及 其 应 用 。 本 节 将 讨论 随机 信 竺 
时 的 抽样 定理 。 研 究 确 定性 信号 的 抽样 定理 时 要 求 该 人 悄 导 为 
有 限 带 宽 ， 即 在 带宽 有 限 的 公 件 下 可 以 应 用 抽样 定理 ;推广 
到 随机 信和 吴 时 要 求 它 的 功 举 谈 密 度 为 有 限 带 寅 。 

设 优 人，- co<t< co 为 零 光 值 的 平稳 随机 过程， 它 
的 功率 谱 密 度 限 于 (- t. [0 之 间 ， 即 当 F| >t. B ox 3 98 
ESO =0。 概 据 谱 分 解 定理 ，5(t 可 以 表示 成 


* 3965 = 


| _ " 
£o = [7 ecaze = | * e azo (1) 
Hh o = gri, — оо << оо, 
设 有 一 频率 函数 
е}! С <t.) 
1 = 

ge lo CIfl Zt.) 
ii-io, misc 1,5—ИЮ, dfe LORS MER D 
Fg A 52343 ЕЈ 

А ЕФ = 3^ сеї ба” ( |6 <t.) 


ñ= 一 中 


t 
其 中 e= ° gdje !"* "dh 
EE 








_ 1Í °: asen aar og — sin2zÍ, (t — nt.) 
= FÉ еее, епі) 


21 ~, sin2usf,ct— nf.) jac a 
Bp g(fy= e; = > Bp f uy elitta 


СГ —1,, 0-221, — o <t< оо) (2) 
(2) ЖИКА (12 AI 


_ f: ш singzí,(t - nt.) int,edZ(f 
£o = | 2o 3s. - nt) ende 





—fsin2xf,(t —nt,) 
= У zai, (айу 


25 eir'.*dZ(l) (3) 
-t . 


Š 


A (1) RA ¿mt = [| ° e!*^* ;dZ(f) 
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. _ sin2zt,(t - nt.) | 
ko Ð= D toto- a ay O 


OO ARET ШИИ SEIRA. MFN 分 WE z 再 
£o = [^ sazdb) 是 在 均 方 意义 下 的 丰 等 ,因此 (4) 式 所 代 


岩 的 等 式 也 是 在 均 方 意义 下 的 相等 。 这 就 说 明了 在 有 限 带宽 
的 功率 谱 密 度 的 条 件 下 ， 抽 样 定 理 也 适用 于 平稳 随机 信和 号 。 


89 ”线性 微分 方程 的 进一步 讨论 


第 四 章 89 中 研究 了 随机 微分 方程 解 的 最 简单 BU P) +. 
本 章 四 、84 中 研究 线性 系统 时 很 定 了 零 初 始 条 件 。 本 节 要 
研究 在 随机 输入 和 初始 值 是 随机 变量 时 线性 微分 方程 的 解 。 

首先 加 顾 一 下 在 确定 性 函数 作为 激励 的 情况 下 线性 微分 
方程 的 解 。 

设 有 微分 方程 
а, Cy" (D жа, (Oy (0) 
+e +a, GOD y O) = x(O (1? 
其 中 хо) у PR 3k. Li y (0), y' (un у" 008 
其 初始 条 件 。 (1) ARRA 


yG =у, GL) + | h(t,u)x(u)du (2) 


C2) AE y, t) ЗЯ Алау, Вр y. tt) 为 齐 次 方程 
а, (tyy tt) +a, CO y" (00 
xe +a,(tyy(t)=0 (3) 
E y CO. y (00,7. y^^ 《0 为 系统 的 初始 值 时 的 解 。 同 
时 根据 零 输 入 线性 ，y,t)? DPA UR | 


s 398 + 


y, (t) = y(0)z, (t) - y " (02, CD 

He AYETZ’ ` (49 
Жл, (0, к= 0,1,0, (n 一 让 是 齐 次 议程 (3\， 初 始 值 性 
y* (0) =1， 甚 余 初 始 值 为 零 时 的 解 。 


(20. sb na oxeodurdtR A HEREN, 


Ьб, о) ИНУ, Bü h(t,u ДЕ utili X — A588 
数 、 方 程 (1 的 零 状 态 解 。 因此 hg 由 :是 齐 次 方程 (3)， 初 
tá EON 
[аеш] 
Ü 


(k20,1,2,--,2n-2 


"Li (5) 
a, “=з-1 





的 解 。 | 
下 面 考虑 线性 微分 方程 的 激励 x (ty 是 一 随机 过程， 初 
R ЕШ Ку (б), Y, y' (00,7, y СО) Е ВЕ 
机 变量 的 情况 。 可 利用 前 面 的 鱼 果 研究 其 解 。 此 时 解 是 一 随 
机 过 程 





у) = Y y"'"X(0o (t) + f Һе, u) xc du 
k-2 ° ` 


=y, (t) + y, (t> f (65 
n-1 
其 中 y. (t) = Soyez Ct) (7) 
. k= ў 
y, {ty = fhe x coda (8) 
^ H 


BI yCO RIAM EARLIER (Оу, (t) 代 表 零 输入 解 ， 也 称 
428b Oy СОГОН, PANA E. 
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FPERRA REEE, CA FE BONES £8 ЇН X 
HO'00, y), +з, y" QD ' 所 确定 。 

车 激励 x CO FE D a. (t) 的 二 阶 短 随机 过 程 ， 它 的 初 
НВК НН (ay av! nas 
HT yG R ФЕЙ y y CD 的 解 ， 故 


n-1 


B (t) =E y(t) = ура, (t) 
` k=% 


+È het, war oo du (9) 


АКА HN АЛЕ PL IB E ЕРАЗ, Ha. (t) = 0, 
则 7 了 tt) 的 相关 函数 是 7, ОНС ЖЕУ, (toy. (1.9) = 
R. (t CO y, (t) KHAR dir ЕУ. (t. у, CO) = Ry, 
(t.,t,y Z u, Hy 
R,it,,t,) = ВУС, yt) 

= Ву, (t,t) + Ry, (t, ,t,) (IO) 

其 中 Rr,(t,,t,) 
= Еу, (12у, (t,)} 


n-1 A-L 
Е Гу уол, tD - Xy (on #0} 


k-1 i-a 
= > Y a 132; (E) E(G'"qnyo) 
ken Pest 
=[zZ(t,)])'R , uz 00 (II) 
yo | 
Rasan = El у 0 (y 00,9 0000,22) 5 02) 
| y a- oo) 





Q RFR JAIRA E. 
» 400 « 





fz ti) LZ (t) 


z, (t ) ' 1 t, 
z(t,) = | 140514 2 | C13) 
24-19061) 22-100) 
Rr, (t,,t,) = Í. [neon 
. h(t,,vy R. qu,v)dudv (145 


Ш VI ELA BOE УНО, WAE x CO 1Е 2 ZF 
diBg. Wü у САВЕТЕ ЯЕ СВУ) ， 此 时 它 的 分 布 
BE BI a, COE R, (t,t,) 所 确定 。 

pi— 设 图 5-26 的 电路 中 x COJdE n PR PJ ña EH ig dA 06 


И 0.40 
K o 2H А + y 
: 1 T 1: 
E] 5-26 


声 ，y 必 为 电容 C 上 的 电压 , 在 t=09 时 合 上 开关 KK。 没 
(у 0),y'(0) ) 为 正 态 分 布 随 机 矢量 ， 其 均值 为 


{Eo 


Жи 229 
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НРС =1F, KYORRER C Куй GR, v (04% 
Ж С taps. W X(t) 为 零 均 俏 正 态 过 程 ， 协 方 
Ке фр) 


oa~ Lit. -5b Cft, — t. x.) 
K (t,, = ° 
. 0 Cit, —t,] >T.) 


其 中 、r ,为 常数 。 求 纵 出 过 程 "ct) 的 统计 特性 。 
E (1 ) 根 据 回 路 定理 列 出 微分 方程 


y) + RC eren 4 LC 45у = x(t) 


d'y (t dy (t _ 
EU Capo 2 ^ + 5y (t) = 5x(t) 





JU E Bar КЛ gë N 
уч) dy 
dB +2 a +5y(t)=0 
它 的 一 般 解 为 
уа) = сех! ee et (1220) 
4, sA; ==- 1 + 12 
(2) z(t), z, (tip Er ce «cet ns, 
(3) Жо, nig c. C» | 
yD =z (0) = 1=c, +c, 
y''(0)=z (0)=0=4,;ce, + 4,C, 
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"edem (ауе 
z, (t) (ix «(5-4 
= Р (соз? + Tsinzt ) (t0) 


£4) К Z, (omae. Cu 
yy =, 00) = 0с, +С, 
y''?'(0) = z, CD =Í = A, CS. + À, G; 


= 1 -i 
Шш 71 M 
C= —c, = - г 
Z, (t) = — e` t+izr 一 1 ect-din 
У 14 
= e" *sin2t (20) 
(57) Rpp ha, w, Оо, 
h(t,u) 3 ti) Ж Mir WE E y КЕЛ ЖЕК, АНАЛА НОУ 
[h(t,u) ji, = Аа, п) = 
[Sne, i]. QUÀ 
这 意味 着 httya) =g (t - u) (0и) 


[xe "Usin2(t-u) (Оа) 
` 


0 《其 他 ) 
(6) BIB v co T eos 
y Xt) = у(0) e- t (cos2t + 91220) 
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+y 0) 1 e-!sinot s Lern 
2 01 2 
[sin2(t u) j5x(u)du (#220 
(7) Bi Eixit)} = g, DO = 0, E(y (00) = 1, Еу (00) 


= 0, Ж E(y CO) = p, (t) = e! (созі + Isinzt 


(85 根据 yt — a, ARA v OO IPEA ER y. СО 
EXE Lr 
Cy, (t, , +.) 


1 
1 -7 
= (@,(%,),2,(%,))! | i 
. ii іра. 
= (z. (t) - La Ct), ~ la t0 2,02) 


(°: (t,> 


1 
= 一 — t, А 1; 
MM £,(t,) zo (t) 25 yz (Cts) 


-is (t, oz, (t) +2, (tQ, (t,) 


= МЕ созду, + lsinzt) (coszt， 
lai ) 1 ti 
+sin?t, |--— «>e singt 
+ 2 2t, 2 2 L 
Й (cost + sinat, ) - ете (созге, 
+ 1 sinzt i узі, + erttitisain2t, 
2 2 4 
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* sin2t, = eee 2 cos2t,cos2t, + sin (2t, 


=] 


(t,=0,t,2:0) 
Ht =t, = t> 0FJ 


су, (t) = et | 3eos*zt +-узш! (st + =з | 


输出 Y(t) 中 奇 分 量 y, (t) ИЖА 


- lu 
t) = t t+ — t 
y, (t) =y(0)e (cos + 59112 ) 


ty (0) ie 'sin2t (tz 0) 
(9) y OO PRAHE y, CO BO REC OM 
y. co = | tersin2 e 15x edu (£20) 


该 分 量 系 系统 的 等 状态 解 ， 它 完全 由 输入 xf 人 tb 所 确定 。 
Ely, (001-0 
Ry, (t, ,t,) = C,, Ф, sta) 


«5 eii!) sin2 (t, – u) 
a LI 


» R, vje '*:7" sin2(t, ~ v)dudv 


g* h-2 ju- v| ] (qu- v| sr) 


t R,qQu, v) = 
其 中 t, ( lu — v| >т.) 


7 由 于 上 述 积分 比较 繁 ， 现 仅 计算 它 的 方差 ， 即 在 上 式 申 
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ъ=, = +, W| 
Ж, G, 7601.00 
zi [enim sinz- m 


5 sin2(f - vy R, (u,v) dudy 
ШЖ К, со, vh Ж russo t, AR ERRA EA KR 
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ERE оеду ОНЫ ЕИ С РА 5-27 中 虚线 所 
JO. BIRRE ЛАТ 2 28383 域 ABCD Bt 代 
蔡 。 进 行 坐标 变换 ， 把 坐标 轴 旋 转 45*， 即 设 


1 
р => + 


1 
\, = густ Чжу) 
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则 上 述 积分 可 以 近似 地 表示 成 
R, (tyt) =c (t) 


v. pL 
-Barenn [T ¿ore 
4 1 P 


.sinz[t - ^5 (u +y) 2 Ë - Z Ca” -v)] 


exh- v2 Iv? [еа 








由 于 很 定 了 r,<<t， 且 对 的 积分 是 艰 在 (- Lr S) 
之 问 ， 因 此 在 正弦 函数 内 可 以 忽 申 痰 这 一 项 ， 于 是 上 述 积分 
可 化 简 为 


¿Tt — 
R, (t) =0 (t = бо Zeren f to. 
rf t 


。 sin (+ р) | [4 [i - V2 iv [в 


VT 
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-外 (1-2 м) = > 
^ evi тя Әм“ 


тг e` А 
-| e*t ———sin*sds 
% v2 





e 


— —. —_ 4 | |. 2 1 ] 
"27i e (1 7 С054 + zsinat) 


А 25 4 - 
H R, 0,0 =о; = tco" nes 


+ ( - qoot 4 二 sin4t)] 


1 一 Н z 
而 Cr 一 yi 十 Gy 


上 面 用 了 一 个 例子 来 说 明 在 随机 输入 和 初始 慎 是 随机 变 
量 时 敌 线 性 微分 方程 的 一 般 方 法 。 在 工程 技术 领域 中 常常 采 
玫 状 态 变量 来 撒 述 线性 微分 方程 。 采 用 状态 变量 时 、 它 的 求 
解 步 又 叙述 如 下 ， 此 时 线性 系统 用 下 列 状态 方程 表 示 之 ， 
x(t) =n(t)x(t)-+b(t)w(t) 

{уу -ecoxe (t,<t) as) 
эйр +, ЖЛ ЇН, к) ру (OD. uc Mp BERE, aC, 
bct), c(t) +33 [RI Bi ERE, u (t) 2 36r BD UR РА, 
X tt 为 线性 系统 的 状态 变量 ，y (t) 为 其 输出 。 

要 求解 上 述 微 分 方程 组 ， 需 要 知道 状态 变量 的 初始 值 ， 
即 需要 给 定 #{to)。 
如 适当 地 选择 系统 的 状 太 变 量 ， 和 任何 线性 微分 方程 均 可 
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B10155 Жж, BDEOOSXdÉ-—EULBEECGRO XR. (15) 
起 的 唯一 解 起 


x(t - $C, to to) +f Феб, nbu dr OD) 
ü 


y (t) =с(ї)х(ї) (tt) 
GEE dtt, t) 是 堆 输入 状态 转移 函数 ， Eit ЕР. 
Ан т] t.t. CE 下 列 微 分 方程 ， 


эү tt act bt st ») (t,t (17) 
tt I gd ITO 
ф(1,,1,)| пто ФСЕ, uto =Í (18) 


DN {у ЖЕ nS A EE чї) E — ВЕ Е 3X I Bš PL 
BR, 3RGBOE BUMP WU {ШЧ — MARE х(1„), WAREKE 
x(O 和 输出 y co МОЛ ШЕ. НВЦ FERRER: 
Хе е ж, Е) кх, (t> 
x. (Е) = dit,t,ox(t,D (195) 
(x, (t) =[ 9 (t,z)b(r)u(z)dz (tU 


уб) = y, (t) +Y, (t) 
у. (ty = ect)x, (t> (20) 
y, (ty = e(t)x, (1) 
OP (20) rh PE EL ЕК rit Ode E, EDI sr fS 
Kp 4 RE. 
и CO Bd 82 CO p ЕС, 0) = auuit, 
8015), (19). COZAR SHA W 
De =a(t)#., (t) БС) а (1) 
` Hry О) = c(t)a (+) | 
(21) ЕЙ Ж 


(21) 


- 409 + 


He CE) = d CC LE D eu CE. + [RE 


Mu -e(0Da uc) (tum (22) 
如 果 Eix(to) =...) = 0 
Beas Kt) = 0 


E u(t>#fl x (t,) НЕТУ mu, ЩЛГЩ КОК dock 
5: x (t) МАНЕ ВАЎК, AWEKA ATE, ЫҢ 8 dH 
RHM. | 
Ri, t =соу(х{%,)хХ(%,)) 
= Ran (EH t.) + Reza, (tisti) (23) 
Ru Cut = фос? (Еф Cts, to (24) 
其 中 gi; D = Е{х(1„)х`° (6) 


t ft ` 
Ran (61,6) = f. | dts товат) Rus Grab 


(Dd (t3, T4) dr, dz, 
而 К.у.) =e(t3)R. (ti a te (06 (tim tu, tm) 
HZ BARKE de HE 5-28 所 示 ， 让 代表 噪声 电 





图 5-28 


流 ， 它 是 和 白 曝 声 ， 其 功率 谱 密 度 为 so Riw(T) 23,800, € 
均值 为 替 tin} = 0, ЯЕ ТОВ ВТАА L fF, A 5 2E 
* 410 = 


ФЕ 00) =0, (0) =0， 研 究 在 + 时 ifl iiie Pe РЕ, 
M <‹1) 列 方程 





iu = 1. +ic tdg 


于 是 得 到 一 组 一 阶 线性 微分 方程 组 ， 








д К; 

dt L^" 

dir _ 1 , _ 1 4 : > 

dt CR ° CRO i lO 
` R _ 1 Nu" i м, — 
= а= 1 Ë= е X= з, Xj—lg, X; X(t) J — 
ФАК 


SUE В, n(t)=i,, РНЕ ЕЛ E 


x^ Í Ü а m) ол 

+ і = 1 + ла 

Xat} / \—8 - 8; \ x. (t) \ 8) 
ЗЛ ЖЛ ЯЗ 


(t> 


LCD 0 
(ы) 05) 
C2) 根据 (16) st, Jub Bux 
Gd eese 
其 中 D sAs( S M . 


C3) cR ct, . 


"dll = 


Lie*iiz i- A) `! = G; s) ' 


1 S+ m 
rap tog -f s) 


f Raul a 
1576 cag 92+ sP + ag 
EET. 


tn tap аррар 


假定 E- даводав, 即 假定 十-> 1 


CR 





wm C 


此 时 st +58 +e = 0 AR- z tiot- Š - jo, 故 
занад е (s+ ie) (в + Ё + jo) 


зе 








Ё 
Los 5+6 - | st 
(аррар =L | Ту Lot 
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8 
23 ü def 6 


2 t Bolt. 
— =e cow t + ? s'not 
FAF И 十 > 
s+ >) t | 





a" 


! 
AU LE (EN ee 








— *— 


ael. 
= — singt 
m 
vx = В| 
s? s най G+ £y «e Í 


eese e s 





8 i , 
- uu р =е-{*соз+- D e t singt 
(s+ 2} + ow] 
2 
# ФО, т) = est lsi 
. z. 
созо (1 — т) fd snet-D g sina (t — r) 
E 8 . 
— 8 snot - D) cosp(t—r)z—s1ne(t- T 
' ot 2e 


- bn 
хе 
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E( e foc, (ç Etu ydr = e 


x, (t> 
tct, B 


т -— г t 0 ИП А 
Covíx(t,),X'(t,)> = sif Ф ( Joe dy 
F u(060)00,0)61 Ct, 0 dol 2 | 四 (tl v) 
0 
х (0 soc - 0) (9,00 d* €t, o) dvdo 
" 0 
esf anh y ODE ау 


= sf bun 9 2 (t,,v)dy 


5, Ш, =1, =, ÍF хт) 在 + 时 指 方差 矩阵 


t о Ó 
edi =s | sn )}ф\ «лоду 





t yt nz: 
Fol сг, (+) = g (1) = s png sin'ett- v) 


ewe te уза 
v 2 2 ? B 





р; COS2@L + — 


б 
` B5 4o "ES 


i5; эдют |е," 
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с^ (t =o", = [а [сово ct = +) 


ё 


t 
_ э Pino (t — v) |e- Bt- ndy = sj 92 [coswy 


8 


"2 sinoy|' е-їзйу= 3:0 ug greci: 
2o 2 


„ f 2wsin2ct ~ Bcos2eot + B Bsin2ot- 2wcos2wt 








208° + 40°) 20 B* + ao? 
..B8'  2o0sin20t-8cos20t _ 1 В 
8o? 8: + 4o* 28 Во? 





Eix,(Ox,Q)- sj. ze sine (t — v) [созо (t- vy 


в 


一 5j ?ine (t -w]e w“ vidy 





2 t 
= 28 sf sinoy| соѕоу - £ sinoy Je- ‘sdy 








_ ей: se | 1 + 20s1n2«t — Bcospot . 
4o 82 + 4c? 


_ Bsšsin2olt + 2осо52@01 | 


2(B*  4o*) 
当 too 时 
aS, 
(ес) ? | | 
0.10) = 
0 fs, 





上 述 结果 说 明 当 系 统 到 法 稳定 状态 时 五 和 jix 是 不 相关 
的 。 上 述 结 时 也 给 出 了 在 tco BL iMi Bg Jp 3 Xe 


з, 
ffi 2 
KEARE oi ORARE E ARE S, E 
fi covix (tO ,x' (ta) DRE d NIRE Zr Т IH BR SAI OLEI 
Айт, de) n] ELE ТЯ o 00 和 Rixittis t2, 
H OO0 X 





x(t) =@(t.t,)x (Т) +f фі, Th ur dr (25) 


ТЕН wCO EAR, BD 
Каа (мч (t1 ев&8(1,—1,), ЕХъс -0 
<25) 式 右 乘 以 [utvi] ， 其 中 v>t， 即 
x(t)ul'(v)=@é(L,l)x(t,yuúu' (v) 
+| фсё, т) ьт) (т) узот 
H TPE T OVA uw df F ph yn р, w 
Eix(t)u LV = EZx(t o Etu' (v0) «0 
B Шах (уш ist) 


=f фт} бт) {ч(т)циц (у ат 


ssf $c. boleto - vidz = 0) (283 
(26) Н T x (CO 和 与 未 来 的 输入 噪声 wv) cv E Qs Wt 
X3. 
у= НВ Om EX 
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E(x(t)w (D) = Tet, Db 


АЯ: 
alt =@(t,,t3)x(t,) [фо obeowcodv 
WHERE t), Ja RHA 
E(x(t,)x' et} dit, t OR, (t, t) 


«| фаш boo Ev Yr ty dy 


HUPYDUmME(QGOx (t0)-0, RH vet, -at fi 
va=ti 是 一 个 不 连续 点 ， 圾 上 式 药 积分 部 分 为 0 ， 坡 
R. (ty ot) = ts tI R(t (275 
因为 Rs tt sta) = Ех (сх) 
=[E(x(t)x'(t))]'=Rj; 0t) 
ЭР R... Ct.t) ToO 


yn Ri (ti ta) sgi (EOE (uut) gt) (28> 
FEZ W tti 
Rialti std = ó (f 00 (6) (29) 
(28) . (29) ARKAT BÍ ЕЗ A JT ЗЕҢ СИ, 
MA (24) X 
R. (ti t) = Roc, (t, to + Roc, (f, t) (50? 
Ron, (t, t = dtt, took (t d Cau to) (315 


R.s (ti ty) = MENT 
b cid (tuu r.)dr,dz. 
esf | éeaorobeoace, 
== т.) (704 (t, Ta) dr,dr, 
| 。 417 e 


_ sU "ecu nbo 
。 b: (04^ (t, ,r) dr (825 


故 Rx, (t,t) = sf éO,v)bohb cd tv ду (322 


(tz) 


| (17) $c. =act)é(t,r) 


@(t.t) zi 


rR n, (£,0 =s b(t,t)b(t>b'etyét 0,0 
+ s a(t)étct, boh cvg" (i, dv 
+s.) BE Vb qué (uoa (dy 


=s, b(t)h'(t) -acoRoo, (t,t) + Вг, ct,t)a' (t> 
(34) 


在 (31) xmi ==, W 
Rin, (t,t) pt, t) auc (tO $* Ct ,to) 


故 g RU tt) а (фс, ос Сф" (t,t,) 
FéCt,t)a di (to) ptt, toa cO 
=a (H) Ria, (t,t) + Ron, (t, ta' (t) (35) 
cË CO = Roo(t,t) = Rua, (t,t) + Reo, (t, t) 
а d 
040 = R, (tb + q Ro tt 
=at Roo, (tat) + Roo, (t, уа CO 
+ sbCt) b" CO) жас Ron, (t,t) + Rrx, (t,t)a' (0) 


= а doilt) rod; (tat (D +s b(t)b' (t) 


= 418 * 





Вр Toht) =a (t) } (t) +o ġita" (t) 


+s,b(tyb* (t> (36) 


Go ЖҮН T Jy 35 Ba ЖОРУ Px WI ШИШЕ 473 EHARA 
g,& (t4) = Ек Сі, tt] (7) 
利用 (36) (37), (28), (29) эн] H RAOR & Ж 
TE TH 3S HR 25, 
m= 036), (37). (28), (29, 式 求 例 二 中 状态 
变量 的 方差 第 阵 和 其 相关 阔 数 矩阵 。 
解 ” 本 题 中 


scD=(_ 6 2) wo (9) 


b(t) b.,(t)> 
i z. (t> = 
ik Ох) > ые ьо) 
M GD 或 得 
t b: (t 
ot) = (09 bit ) 


Pa (t) ba 
( 0 ^) (n (t) bit) 
-f -ê ba(t) Patt) 
bi (t> b(t} 0 -Ë Ü 
+5, (0 B5 
其 中 bi (t) =E¿(x,(t)x>(t)) = b;, (t) 


oppa as FE 
0:500) = Е{х(0)к`°(0)}=0 


» dide 





[s^ (t) = 29012 (t) 


于 是 | ar bu = abis (0) — Abii (t) ~ ВЫ (1) 


S bat = ~ 28bu(t) ~ 28b (t) + s f 


b, (0 -0, bi(0) 20, b,, (0) = 0 

SE КЖ ЛЖ Н ЕР XK itb. Ct. ba), ba. R i 
RE Ep EC t—= co Bf ос О ДЙ, Bp aj cR 48 о, x CO fig 
fads. МИЕ Ертай А И ДАР ТЕ Жоо (О B5 
ЯЙ t-emb or 人 0 和 赵 于 常数 ， 因 此 可 以 使 上 述 微 


分 方程 由 的 于 DD — bt). eoe COPS о. BET 








* 
ERRE ік сонр Bs bi, (со), baloo, №, (сс) > (4, HH 
b. (ce) = 0 
sq 3 
b y = 一 = 8E 
n Ксю, 2B 2 
b, (00) = Е 
(^ n 
1 
HI auk. (c0) =; | 
i 56; 
А 3 
Bum (28) А, W tios, t; j=oo, hta tt = ТВТ 
(2% Ü 
і хуст) l 
5,8 
о 2 ri 
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В 


COSOT 十 E sinet  --—sinmr N 
| 26 m 
* 


-1r 
. е 
(a; B. | 
—S 111 T COSGOQOT 一 一 一 SIDOT 
e 2c 


So 
2 


-Br 
es 


А @ 3 
ACOSOT 4 2E ойпат 一 “sinar J 
e 


82 


рга А 
LE sinar бсоѕот — 35 net 


比较 例 二 、 例 宇 中 采用 的 两 种 方法 可 知 采用 例 三 中 使 用 
欧 方 法 比较 简单 ， 但 是 在 采用 这 种 方法 时 输入 噪声 必须 为 白 
щн, AREE He 


$10 线性 离散 时 间 动 态 系统 
的 进一步 讨论 


66 中 讨论 了 用 单位 样 值 响应 研究 离散 时 间 动 态 系 统 。 
采用 单位 笠 值 响应 方法 时 利用 了 零 状 态 的 条 件 。 本 他 将 研究 
5 - - 般 的 条 件 ， 即 研究 初始 值 不 为 零 而 是 一 组 随机 变 时 时 的 

d AE. 

$9 中 讨论 了 用 状态 变量 法 研究 随机 输入 线性 微分 方程 
的 解 ， 本 节 将 讨论 用 状态 变量 法 研究 随机 输入 的 线性 离散 时 
fa] i eR E. 
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RUMAH АН А, ТЕ PS HK URI] H: ЭЦ, Zn) 
为 系统 的 输出 ， 它 是 一 离散 的 时 间 序 列 。 若 Kon) 代 表 系 统 
的 状态 变量 ， DUE E cg X Вр E D 2А 
人 mrD -2()XG0 ари (a) 
Z(ny)y=c(n)X(n) «n-0,1,2,- (1b) 
Жон ao, bon. eco AIER, FHRC ) 式 得 
X+ 1) =а(а)Х (п) tb Un — 
= а(пђ[а(юи ~ I X(n-— 1 +b(n- pu«qn-1)] 
+*b(n)U(n) =a(0)a(n—1}X(n-1) 
+а(п)һ(п— DU(n- D +Б(п) in) = 
=a{n)atn —1)---a(kyX(K) 
+a (jach 1)'-a(k + j)b(kyU<Xk) 
+a#(n)--a8(k+2)b(k+ 1)2U(Ck + 1) 
+з +a(n)b(n-1)U(n—-1)+h(nyudƏn) 
引入 系统 转移 矩阵 Ф‹п,к) 
mntisk} =а(п)а(п- 1)--а (кә) Osksn) 
于 是 фп +1,k)=a(n)@(n,k) C2) 
Ф(п,п) =] (39) 


(1> 


“m-i 


W| Хо) =@&(n,k)X(k)+ J om, i+ DbG)UGD (4) 
fk 
当下 =8 时 


K = Ф(п,0)Х(0) + *'omn,irDb(iDUG) (5) 


1-1 


X (0) 2 S S K F BEBE. (5 ) 式 代表 该 系统 的 解 , Вр 
《1 0. 
(b) 式 说 明 状 态 变量 和 输出 的 关系 是 一 线性 无 记忆 的 


ЖИЙ: ЖЕТИ ЭР. ЇН] E ЖЕЙ АЛЕ B6 VL 8. Ж SE BJ E 
XO AHIRE C10 дүй» ШР Хп), Zo Ер ур] 
ЖД], WEA Xon). Zin i EE. 

нА ард АА. Uno 2g A BR РУ 
列 ， ШШ ЕШ) =0 FERAH om, n-0, 
1 ,2 ,…， 它 与 系统 的 初始 值 随机 矢量 XO ДЕИН TU 独 


证 的 ， 于 
H.x 





n) = E(X(n)) =й(п— Da, — 1) 

= (n ,0 p10) C6) 
其 中 a0 = EE{x(0)} 即 初始 值 的 均值 ， 设 

X(m) = хп) - su (0) =Ф(п‚,0) (X(0) — iQ) 


4 Y @(n,i+ D b(iyU G) 《7》 
50 Ei(X()) - 0 
cov(X (n )X (n, = E(X(nj) X' (n,)* C8) 
=R; n ,ny) 


EtU(n)xz'¿<ky* 
=Е{Ш(п)ГФ(®Е,0)(Х(005—#-(0))]' 


+ J UMEE, i+ DbGOUGCOT у 
10 
= 0 z СО т) (95 


现 利 用 (9) 式 求 方差 函数 ea (n) EE EZ s 
Gri (Nn) = Е{Х(т)Х°* (п) = Et[acn- pXi-12 
ba - DUm- pam- DXm- D 
+b- DUm- 1)]} 
zam- DE XO 19 ma-nam) 
+a- DEX- pU 1))p na 一 1 
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+b- DEtUGOn - D X'(n-D)a' (n- 1) 

*b(in-1)E(U(m-j)U'(- 1)}b' n- 1) 
=а(т— 1)g im a' no— 1) 

+hin- Dadia- Db'in- 1) 


Hp 0,, (n) - a(n — Dena -1a'(n-1) 
+ со ~ Dod(n— 1) (п – 1) (10› 
ii 3028 0 
с;2,00) = E(UX CO) — gu. (0)JJUX(0) — Rz (0131 


Cil) 
ERP e 00 {6 Ж1К ДЕЛЕ Л ЭЗЕ PEDIR 18 5 i PE 
Жао МЕГЕ ARDUIS EBE О 25 АШ. MRAR 
E RS 15.7 35 РА ЖОК POI 
coviX (n,)X' (n, 


2E(XOQX (nj;-H,i(n,n) 
Zy0sr.m B LIA 
R 5n) = E(in,,n) Х(п,) X' (n4) 


n,-l 
1 


+ Y фб ,і+1» UX) 


i= nọ 


=ф‹(пу,п„)@, (п) 
+ У Фе, i+DCGD ECU GD X' 0)? 


1 = п> 


WA 9 y K, Баа Шз 0, AUS oni nd 
К, (n n.) =n ,no (n) (12) 
КИК, Aui T ЛЖ Н, ЖОН GD AIRA K Ay Sig 
Vor 36 гй ЖЕЕ: 
EE Gb) Aa 


+ 494 <` 


E(Z(n); = ga (n) -c(mDE(X(n)) 


= е(п)д, in) (n-0,1,2.- G3» 
R, (n,,n,? e(noR,,(n,,n,)c (1) 
(nj,n;-0,1,2,-) Gb 
R. (ni Ag) = en Rn Nn) 
(ni n,=0, 1 2 <15) 


利用 (13)、(1 办 式 可 求 输出 过 程 的 统计 特性 ,利用 (15》 
式 可 求 输出 状态 变量 间 的 互 关 函 数 。 注 意 (9)--(15) 式 的 排 
导 计 各 利用 了 输入 为 白 嗓 声 序列 的 条 件 ， 只 有 在 魏 巾 声 序 列 
的 条 件 -F59 一 (15) 式 的 结果 才 是 正确 的 。 


к,(П) 


Pb 设 有 图 5-29 毛 示 的 电路 。 图 中 人 。n) piede 


Min 
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最 ， 它 的 初始 值 是正 态 分 布 的 随机 矢量 ， 均 值 为 0 EH 


E{ (205) Jo occae reed - (5. 1), в 


а (n) ou 
入 随机 序列 为 UGn) = D), п=0,1,2,-, CAP 


稳 白 啤 声 序列 ， 其 方差 函数 息 阵 为 


1.2 0,7 
i = = ке 
ado ={ 7 ов) {п=ф, 1 „2 , › 


арн (0 сп) = 0。 求 状态 变量 的 协 方差 函数 矩阵 和 输 
УРИ 25 Е РЕ, 
Ж C10 根据 图 5-29 所 示 的 电路 列 出 状态 方程 
x (n +1)=0.2x (п) +0,5x,(ny)y+n,(n)> 
Ја +1) = – 0.3х,(п) ruin) 
у.а) = ~ x (n 
y, (п) = 0,6[ — 0,4xi Cn) + x, (n)] 


CO 


х,{п+1) 
(з) (т) 
s E (2: 0.24 0. з 1) Cao) 
E вао = (2:2 02) sans (^ Dye 
《2) HI O0 AUR HE 1 77 23 p Ж ae ТЕ y K 
eui a += (° - 9. mL 18. wo со, °.) 
(QU) О еза, 
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Lid ed = (5 1) 
палма 236 DO 19 
1.2 0.7 1.45 0.55 
+ 7 9. 3^ " 58 ово) 
0.2 0.5% 1.45 0.55% /0. 
оф O o Gs 0 89 ) s _ 0.3) 
1.2 0.7、 /1.59 0,53 
+ 0. мө 53 0. вв) 
uf 0.5 59 0.53 
ed =(, Б 2G. 53 0, a Gs 5 ~0, s.a) 
1.2 0,7 1.59 0,54 
* 6 ов) > (ss оаа) 
0.2 0.5 9 0.54 
озо =, -0, `3) О i 0 5) Gs 5 -0. б.з) 
| 1.2 0.7 /1.59 0,54 
+ (0, .7 9, PL " 54 “| 
C35 AUTRAS НЕ УУ 3E SB PERSE SUE ЕДИН (12》 
AH A Hx 8 ag Vi 2 US ORBE 
R. (ni,n,) = DI nj) (n) (n >n, 0) 


TE Bl p US HERR ER: ea, k) R аса) B (17 EC 
ÉL, BH 


omo =( y (O«ck«n) 


-0.3 
ТАЯ Жр 
+ 427 = 


C -a aen 


А 矩阵 的 特征 根 为 下 列 特 征 方程 的 解 
G -e)(-7-0 


HRID ¿= а, Y, 当 1 = aU E ABO (7). m 











ѓ 
Аут R N| -了 |， 故 
` 1 ! 
8 m 
w f2 Bm /1 -— a" 0 
A ( Ü y) -| z | ( " 
0 1 
в a а" - y" 
.| Uh @-ү | 
0 1 0 y" | 
"IET ва d sl n 
PH R.; (n..n,) i @-ү ют) 
0 yane ^ 
ni-n: (0.257 —(-0,3)°7"*®. 
Hi 1 2 — st o `. 
= [0-2 0.5 0.2— (— 0.3) (n) 
0 (0,32 "'-% 
Bin i= 5, n; = 2, Щщ 
_ 0.2 (0,2)9—6-—0,3)° 
Ron =(„ (- 0.355 ) 
(1-59 095) ( 0.03 0.08) 
* 0.53 0,88 —0.01 -0.02 


.* 4289 = 


CAO. BIAIS Y GO 8535 085 
yin) 
El ym) 17? 
sp pA Y Go Dy GE ЖОН ОУ ` 


Ri; n,,n;) = ein) u,in;,n,)e* (n4) 


"Cuna 0. recen, es) 
1 0 0.03 0,04 
R.,.(5,2) = (^ 0.24 0 Gon 0102) 


-1 -0.24, 70,03 -0.017 
.( 0 ов)” " 013 00) 
$11 ЖЕ Е ОЕ 


(一 ) НЫ ВЛЕ ЕО TE E. 
一 个 确定 性 信号 x(t) 的 频谱 是 


Е(јғ) = r x(tje '*''dt 


dui FG RT ЕЗИ Е ШЕ ЕГИ F 0. ЁТ Ж 
的 频带 的 中 心 位 置 在 tf, 频谱 分 量 异 于 零 的 带宽 为 At, 
且 Axfs， 风 满足 上 述 这 些 条 忻 的 信号 称 为 窄带 信号 。 补 带 
DET E D. WALL 5-30 B, ARTEEN, LAU s F 
muse, ЕЙНЕК xd SEXE. JEU dE 
П: УВА fe OR ЇН} ЗИ, E PER DE УВЕ E 
ПЁ. E 5-31 B S T ДЫР [ДИ ГЭ ER DEOR К К JE 
B. 
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[| 





Ej 5-30 


这 类 窄带 信和 号 X(t} 可 以 表示 为 - | 
x(t)=vX<Xt)cos(o,t-+ ф(®)) C1» 


хс) 








. 图 5-31 
Ap у) Ж 6 adis. ЖОЕ АЙ. ud dec 
йй, POBREA CRRA f= 58 


A xCOG Bas oU f. FOU EU, ЖШ ТОҢ “ЛЕК” 
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指 的 是 它 对 肘 间 的 变化 比 сово, 对 时 间 的 变化 要 缓慢 得 多 。 
把 窗 带 信号 送 入 包 络 检 波 器 ， 则 它 的 输出 波形 是 输入 信号 的 
包 络 Y(t)}。 如 有 果 把 窄带 和 信号 送 入 理想 带 通 限 幅 器 ， 则 它 的 
输出 为 cosLoot 二 P(t}J]， 殉 图 5-32。 I 





xU) гей) 
xcos[ oat ФС) 






BI 5-32 


展开 《1》 式 得 | 
x(t} = v(ct)cospost + СТУ] 
= v(tycosó(t)cosu,t — v(t) sind (t)sino,t 


= x, (f)coso,t — x, (t)sino,t C2) 
式 中 x, (t) = vt)cosg (t) (3) 
х, (t) Sv(tsma4ac ` CA» 


x, COfOU x COM АНЕ, x CORO x CO ТКА, 
从 (3)、(4) 两 式 可 得 





ус) = xit) + xi) (5) 
— -1 x, t) n 
@ (t) =tan x. Q) C6) 





采用 图 5-38 Jy ЖЕ И EA 8 x (D. х, DR 4 






J cosl 


x(t 


2sino,t 


E 5-33 


4E. EE, x CO RUE SCR Ж Ж BD. Di2cosost 和 
x (t) HÆ (8 
w. (t) = x(t)2coso,t 
= v(t)cos[o,t +$(t)J2cosao,t 
= v(t)cosó(ty + v(t)cos[2o,t + 40] 
= x, (t) + v(t)cos[2o,t + ФС) J (7) 
H T x. (t =у(%)созф(%), voo d 0 pog fie zie 6 RS Н Eñ 
Ж. x.CO А 82540 REIR E. ЖЕТЕЛЕЙ dp w. (t i 一 
4. AR ЖН Тә ЧЕ ЖОН EE. — 05 
即 为 x. (t), WERA АВН A Н Ж 91—18, Ш BS 
输出 就 只 有 一 个 低 烽 分 量 了 。(ty = x00, 
同 理 ， 用 2sinaet 和 x(t 483848 
w, (t) = xtx(t)2sinao,t 
= v (t)cos[aàa,t + ó (t) ]2sino,t 
= —v(t)siné(t) + v(t)sin(2e4t + ф(%)1 
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= —x,(t) Fr vitYsinp20,t + (t) C8» 
MERRIA w DART AR RE. — 7008 WK SH m gu 
[2x 001, ж-а 21. BEES. 如 果 把 


м СОЖ А — fs ab ae ds. OL EAE A y. (t= — x, (t). 


Ё 5-33rP RERE ARACE M y. (у. (t) 恢复 为 xtt) 
前 原理 图 、 它 由 两 个 相 丧 器 和 一 个 相 加 改组 成 。 

(二) 窄带 实 平 稳 睛 机 信号 的 表示 方法 

上 而 讨论 了 了 确定 性 的 论 带 信和 号 可 以 用 (2) 式 滩 训 之 。 现 
ТЕ BE EREXIT "EH SCOPE fe BR DL fi 52 САРАЕ FE AH DRE PELIS Es 
方法 。 

害 带 实 平 稳 随 机 信号 的 定 炙 ”一 个 实 平 稳 随 机 过 鹅 的 功 
AERES ECT fo 1. d honc рр, Jex- T 38 € du 
ЦУВ БРО, Gic НУ ЦЕ? kukaa 
Fk 6 为 它 的 中 心 频率 ，2f .为 它 的 带宽 。 

图 5-342 ds T EHE SECOE ERR DL ERE SE D e E UL 


Sf) 








fff. forf? Jefe d. lef 


Ej 5-34 
定理 车 5(t) 是 窄带 实 平稳 随机 过 程 ， 它 的 功率 谱 密 
HX SGD, EARNS fo foe] E Info foa, SDR T 
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Ж, ЖЕҢДЕЙ 5,00) = 0, | ECCO RT ЖАЯ 
| E(t) = х.(і)соѕ?лі,і + x, (t)ysin2xí,t (9) 
其 中 x.(t》>、x,(t) 均 为 宽 平 稳 随机 过 程 ， 且 


S d-i) St rf ye |У 
5, (DES, cb «[. dii) ао 


S. su (f) = - S, +.{{) 


人 
qf£pto 
GE: Кох. (DFR ERE HE, S., OOR — SE A dE 
HAD , WE 
ЕТЕТ) = ECx. (0017) = Etx, (£)]9) (12) 
证 十 设 有 一 随机 过 程 "人 t?， 它 的 功率 谱 密 度 SD 为 
4S, (Í) (f>>0) : 
5.09 -{ (f«o) 
B S, (f) = 4S, (£)U(f) (13) 
ООО ИТЕК К. 013) 式 代 家 了 一 个 线性 系统 H GD 输入 
和 输出 癌 的 功率 详 密 席 问 的 关系 式 。 该 线性 系统 的 转移 函数 
H GDA 


(11) 


H GD = 2U(f) = 1 +sgn Í (14) 
其 中 зван ЖИЕ 30, BU 
+1 (f>0) 
-1 ao 
既然 ?ft 可 以 视 为 线性 系统 Н. 的 输出， 而 HOD X 8T 
SOR DA, BU #7(t) 可 以 表示 成 
a(t) = EO + (15) 
JA GAS, (15) 式 可 知 ，$(《t) 可 定义 为 ， 如 果 一 线性 系统 的 转 
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sgnf- 





kb HGD = -jgn Асу ЕСЫ), 划 它 的 输出 为 E(t)。 
线性 系统 的 转移 函数 为 了 (ip = -jsgnf 时 ， 它 相应 的 
冲 激 响应 为 htt) =- 二。 因此 


^ 


ëtt} = f h(t-—u)£(u)du 


.1f^ £o 21, 
==] Жз: аи = = #600) C16) 





M 2(t) 为 E(t) 的 着 汞 伯 特 变换 。(15) 式 所 表示 的 7(t) 称 为 
与 8(t) 相 连 系 的 解析 信号 。 图 5-35@Щ TH (jf) 的 框图 。 





图 5-35 


Q mex HGO = ~jsgn f, 则 输入 
输出 间 的 关系 是 一 对 希 尔 伯 特 变 换 。 因 为 
[H(j] *- f- jsgn ft|*=1 
故 5,0) = {НС 25:00) = S, (f) 
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qd R^(D-RQ) 
根据 本 章 55,093). (8003848 
52.010) = —-jsgnt « S. (D 
5.000) = 57, (D = jsgn t + SLCD 
TE 52.0) SS) 
Rü, G = К) 


@ Heit a HRA 
netje infit 


^ 
= ТЕ (t) +jë(t5>Jrcos2rf,t ~ jsinzrf,t] 
іч 
= [EËE(t)cos2zxÍ,t +Ё(зїп2лї,ї] 
+ jC- E(tisingri,t + Ect>ycosn=i,tJ 
А = х, <t) 一 jx. Ct) 
itn x.(t)= E(t)cos2zí,t + £(Osin2zf,t 
х. (Е) = E(tosinzzl,t — Ect)cos2=f,t 
pod Ect) 2 х, (совалі + x, (tosin2zf,t 
Ect) =x,.(t>sin2=Ít — x, (1)cos2=i,t 
@ W Kx., x CO BUE DE 
Кк. (tista) = Е{х,(6)х, (0) 
^ 
= ET EQ cos2zf,t, + Ё(%,)51п2лтЁ„1,7] 
А ^ А 
fo: * ГЕСЕ, cos2zd t, + ЕСЕ, sin2niot,]} 
= R, (t; ,t,)cos2xí,t cos2=f,+, 
e RES 62sin2zf,t;sin27Et, 
R, MAT ‚созт sinzaí;t; 
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СІ 


C18) 
(18) 
(205 
(21) 


(22) 
(23) 


(245 
(25) 


(26) 


+R, (t ,„%0в1п12л 2% совалі, 
= 14. {тусозолі, cos2=rt,t, 
+ КА (T)sin27l,t,sin2mi,t, 
R.,2(1)cos?r!,t,sin9z,t, 


十 RP.COSin2Zzí,tcos221st. 


= К, {т)соѕ?лі, (Ё, — ta) 
一 R, A(T)sin2rl(t,—t,)= К. (1)cos22Í,.r 


~ R. #*(T)sin2zt,r (27) 


其 中 = tts。(27) 式 的 证 明 过 程 中 利用 了 EOK P 稳 FE 
E) Ж (17) 和 (D sk, (27) Жі МТ Кх. (6,6015 № 
T=- tH] И. BB 民 x (ti,ts) = Rx. (09), 

由 于 (+t) 前 功率 谱 密 度 йй Л Ж, WP B] EGO 
=0, RILE) =0„ {Йй (23) A Eix. (t)}=0, Br 
x. 《ty 也 是 平稳 随机 过 释 。 

E Rx (tist = Eix, (tx СЬ) 

=E([S(ti)sin2zl;t, - E(t )cos2rf.t,] 
= [E (t,)sin2zi,t, - Е(Е,)соз2лї,1,]} 
= R; (r)sin2zf,t singat,t, 
+ R$ (r)cos2xzf,t,cos2r=t,t; 
- R, (D singzí,t;cosazi,t, 
- RA (1)cos27f,t,sin2srí,t, 
= R, (r)yeos2xzft,r 一 R,%(r)sin2xf,r 
= Rx, (т> (28) 
CD APA Ra, (t, tO [oe rst PE ERI, RI 
R. Ct t) = Rx (T), B. Rx. CO = Rs CO, X. IB Е(х, COT 
=0， 所 以 x,(t) 也 是 平稳 随 本 过 程 。 
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J 27), (28) {ТЕЛЕН 
9i. e = s, . (f) = Г Ry (rye ta t dr 
= r ГЕ, (?)cosgzf,t 


一 К.т) sin2zf,r]e* !zat r dr 


iP rE, (r)e- ELETERE TSE] 
EEEE 


4 R(T)e terct ttnr gdr 


_ 1 7 = at T 
2] Í rm. bi 


~ Ret(ne сз tto: jdr 


" 


- 319. (Eet +S.(f+1,)) 


- gr Usend - 108, d - 1) 
-jgn (I 5938. (f£ £3] 


^ = zid- Ea) +$, (Í+ fj 


+ Len +38; d +1) 


-sgn(-f)05.(0-15)] (29) 
Jiu C29) 3i 5. (у= 8, 0 RE d P ARE 10008 5-36, 
根据 图 解 分 析 可 知 x. 0D ox (ORDRER E У, D, 
5, CO Rp РС, х.б, x, C0 Па p. Bl 
新 过 程 。 (29) 式 可 改写 为 
S, (f) =S, (f) 
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-2f. -fe 0 fs 
Кз) 


ЧИНИЛИ 


-2f, -fs fo 2f. 
bantf + FS + fo) 








-sgntf - fJ) S (f f) 










2f. 





f. 


5. Bf) 





-2f. 7 fs Ü fs 2f. 
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-位 和 кәжә, е Qipata? 
BT. 《其 他 频率 》 
Кх,„х.(%.,&,) = Бүх, (tt x, (te)y 
= ПИСЕ созат, + F(tOsinzzfyt] 
„ГЕС, sin2zl,t, — Ё(1)соз2лї1,]} 
= R, (T)coszz=zi,t sin2zí;t, 


(30) 


一 Rc sin2zf,t,cos2zf,t, 
一 К.Ф(т)соѕ2лЇ,ї,соѕ?лї,, 
+ 87,07) зіпоті ё ѕіп2ліу, 

= — К, ()sin2ml,z 一 К,рт)соѕ?лі,т 

= Кх. х. (т) (3D 

GD ARH T. Rs. x, (t, t; [UR r= t, tJ eg S, Bl 
хал (tista) m Rao (Т) 
同型 
Rxsxe(ti, ts)} = Е{х,(1)х,(+,)} 
= BILECt)Jsin2zfauti — Ë Ct, )yeos2zf,t,J 
- [$ (t,)yeos2xt.t, + E(t.)sin2xi,t,1) 


К. (1)sin2z1,t,cos2zt,t; 


H 


一 R: (r)cos3ziit sin2xli,t, 

+ RiPCQDsin2z1i,t,sin27!,t, 

~ R$;(Cr)cos?TÍ,t cos2 21,t, 
= R.(r)sin271,1 + К, (т)соз2л1„т 
К.к. СТ) (32) 

(325 УЙШ Г R<..<.(t tO (te r= t -14. Н йй. HH 
КЖ», (t t0 = Rest try, RRG. (32 55 31 

Rvs (T= — К.х. (1) (332 

x. G), х, COOR BE FR REDLER, M ELT Atap y ER Be 
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53631). (GGP RRR RER 
S, (0) = S, 0 


| Rxexa Ge гат, dr 


n 


n 


- l [R, (zysin2xt,r 


+ 民 : (FJCOS2 丰 tof]e "77 dz 


11 -izat - Фог 
- 一 一 FE. (rye 5 
а: б 


_ K, Qe ЗЕ СЕЕ ОТ Jdr 
[7 Reo 


+. К, %(т)е- dzat рт јат 


= 505,0 -f -S (t+ 60] 


- lien 08: (d -f, 
+ send tip pS Ся io) 了 
= ZS, 4 - f) -S,d +Í) 


~ sgn(f— fS. (E - f 
- sgn (I S. (a £93 (34) 
图 5-37 jum T 5.00). S; (É— Iy, —5, (L +f, — п 
(£-10S,0 fo, —sgn(f fo S, CEHÍDNIS. С. f 
据 贸 解 分 析 可 知 哥 谱 密 度 S, , DRP {ЕШ С, GOA 
可 以 政 写 次 
5, = 5,0. (f) 
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(35) 


_ (d fo -S, I CELO 
(o (H 12 





Si f£- fo) 


-2f,. -fa 0 f. 2f. 
= Satf +) 





—sgntf - fy Sf - 72 


-2f, | - f. 了 。 2f. f 
1 5 7 





-santf + fS + fo) 


d. 





-2f. 








5-37 


о 142" 


б) 反之 ,根据 GO X 
Rx. CT) = Rx, {TY -| S, (фе! -dt 


le 
=f; [S, Q 710 4 S,(t +Ë Jei tí df 


LSE a , 
=f S, (f yeissit t or qf” 
Tigri, 


batho , 
+Í S.,(f y агас ета 
“+ 


| 
m= 
„+ 


t 
ПЕСО torg 2де) 
уж 
+ “Sed зене rorat 
F f. 
+з! 
-| S; (f)e- sit -thr qf 
farla 
fict. : 
Ы 
tort, 
M 5, (feos 2 df — £,) c df 


= ?| s， (Dcos[2z (f -fr]dt (36) 


根据 (Gu x 
R, .,G) = Е, (0) 


=f 5,8, (jeit! T df 


t 


Fe 
i 5,(1- +.) -8, (Í +Í ,)yJelanf t df 


ift 5. )eliritrrtan gi” 
-te-to 


* 443 x 





А Е . 
= ij S;(f')el 55" "tog? 


PRAEC 
„Козге 
= if Stfye lt -torgi 
tate 
iati. 
- jj S, (Detto traf 
таса 
= fs; (Dsin(22 (f - т (37) 
根据 (Go 式 知 | 
Rx.(0) = Rx, (0) =2| Ss coat = в, со) 


中 Е {Гх, (2%) = Et[ x, (Ю]#} = E(C£(O 2 (38) 
根据 (37) ЖП 


Rxexs (0) = - Ra, x02 = 2[ 5. зіп со)! =0 


FÆI x. (t). xD. х„(%+т), х. (Ент) Н JQ BS jH 
关上 矩阵 


R. 0) 0 Кх (т) —Exx (0). 
: 0 К.(0) Rx.x (7) К. (0) 
| Rx.) Rx (7) R,(0) 0 
= Rx.x бт) Ёх„(т) 0 R10). 
由 于 ОРНА ЕЕН A BD EGOO)-0 АНХ 
阵 只 实 慰 上 就 是 E(t) 的 协 方 差 第 阵 B. 
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Я 题 
1。 设 有 一 周期 信号 如 图 题 5-1 所 未 ， 求 它 的 时 间 相关 
函数 和 它 的 功率 谱 密谋 。 





EMm 5-1 


2. 设 有 四 个 平稳 随机 过 程 ， 它 们 的 相关 函数 分 别 为 ， 
(1 )R,(G)se!60os zair, (fo a A EE, 0) 

(2) RaG) обет" "" Cora ЗК, 0220) 
(3)R;G)-c'e"'cosfr Cora, ВН, 0) 





Iz] 
1- Gr IT 
cogens ^ n 
0 qr [2 T4) 
oR Ed E BE. 


3, 设 某 平 稳 随机 过程 的 相关 函数 为 
E, (r) = 4e! cos ят + cos BF 


求 其 功率 谱 密 度 。 
4. 设 有 二 平稳 防 机 过 程 ， 它 们 的 功率 境 密 度 分 别 为 ， 
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(олу? 
(2и)? + 302215: + 2 
(271)! + 1 
(2) 5,(D = o i Беру ЕЕ 
求 其 相应 的 相关 函数 及 其 均 方 值 。 
5. 设 一 平稳 随机 过程 的 功率 谱 密 度 如 图 是 5-5 所 示 ， 





ЮЖ 5-5 
& — (f-Af<|f|<f,+ Af) 
即 S. ={ (其 他 频率 ) 
ЖЕМ ЕНН, 


6, 设 有 线性 时 不 变动 态 系 统 ， 其 冲 激 响 应 为 h (ty, fal 
果 输 入 为 一 平稳 随机 过 程 5(t)， 它 的 相关 霄 数 为 民 ,(r)， 协 
方差 丁 数 为 Clr), 试 证 输出 过 程 7(t) 的 相关 函数 可 以 表示 次 


Ro = | R,G - u)R,(u)du 
其 中 RCu) | h(t>yh(t-u)dt 
R (u) foU BER AH ЗК Ж, ER 
рибі) = Vartitt)) = [^ C, co Rods 


s. 446 = 


7, РЕН” 5-7 ВТК, BB 254 3 ALS 
xtt) 时 ， 平 均 电 路 的 输出 为 


图 题 5-7 


if 
y(t) -二 { xuda 


C12 试 证 该 电路 的 冲 激 响应 为 
(б< Т) 


1 
hit) - fT 
о ЕТЕ 
C2) 求 第 5 题 所 定义 的 系统 的 相关 函数 К. (т), 
(3) 如 果 该 电路 的 输入 为 一 平稳 随 宙 过 程 ， 其 协 方差 
函数 为 





P Ir! 
I- «T, 
сө {i Т.) dri ) 
CHE z ËB) 
用 上 题 的 方法 求 输出 过 程 OO 897r Dt), 
8。 设 有 线性 时 不 变 系 统 ， 它 的 溃 激 啊 应 为 
hit)=e- О) 
ЖРА, 820, UCO XS BEER ERES WERA 的 给 入 
м Жав, ТАН ЭС cd 
RG)26?"' (0-0 


„47+ 





Ж fr ЇН ЖЖ R.: G), #т==3, б=1, WH 
ROM ВК. О ОТР т = 0 УТ 

9. 设 有 理想 延 时 电路 RS 5-9) , dn 3 HERE; 
йл. W p ВВЕ PPE :tt}， 其 相关 函数 为 Ri), Жа 


ХО) mayumqp GEMoL 7D | 
=xG-a ` 
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C1) Bit n(tyB X EXE R, (т; 
(2) ЖАШ f R 33k ROO. 
10。 设 有 一 宽 平 稳 随 机 过 程 Stt)， 基 相关 函数 为 
Е,(ту=Асозт (— со<т< оо) (AXE #0) 
其 均值 为 零 ， 试 证 ЕС) R НЫНЕ, H 
R, (r) =- К; (т) = Ryl) = ees В, 30) 
11, WOBSCFKIBSBELELERECO, HAXA 为 RC), 
试 证 明 Е,(0)—Ку(т);> 2, СК, 00) - Е, (2"r)J 
12。 试 证 明 表 题 5-12 中 相应 的 功率 详 密度 表达 式 的 正确 
Е. ZF Ett) 代 表 平 稳 随 机 过 程 ，Re(zr) 代 表 #(t) 的 相关 范 
Ж, S, DRE 上 (t) 的 功率 谱 密度 。 | 
13。 设 有 平稳 随机 过 程 EC, C BÉ Жон ЖООП BS ЖШ 


3-13(a) 所 示 。 每 个 脉冲 的 宽度 为 A， 幅 度 为 大， 即 每 HE 


冲 的 面 各 为 1 ， 而 脉 宽 A 一 0， 脉 冲 的 出 现 规律 符合 泊 É: 分 
布 ， 妈 单位 时 间 内 出 现 的 平均 脉冲 个 数 为 +4， 不 相交 莹 的 时 
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XH 5-12 











过 程 н x B # 3 og ou m 
E(t) ` R(Q NEM) St (DH) 

(1) аЁ(%) jal t = (т) ial? Se (Í) 
d&(Ct) J R(T 

(2) et -HRT (221)282 (1) 
d^E(t) — n dena (z) п 

(3) тт 4—1) dia | (dmí) SiC 

(4) £(t)et i tx fer ie (туе аза гог S:(ITFa) 








£n 





HER sia) 


同 闻 踊 出 现 的 脉冲 数 是 相 扎 统计 独立 的 ，PCn,T) CD" 
etrn, 1, 2, oet 每 个 防 冲 的 家 性 可 正 可 负 , 出 现 正 
或 负 的 概率 和 为 万 ， 不 同 脉冲 出 现 正 或 负 是 相互 绽 计 独立 


的 。 
《1》 求 此 随机 过 程 的 相关 丁 数 К, (7), 
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(2) ЖЕЛАЕ ЕУ, (D 

(3) 车 把 该 随机 人 号 送 入 积分 电路 ， 求 其 输出 wt) 
的 样本 省 数 。 办 出 随机 信号 的 功率 谱 密 讼 Satt) 为 何 《 电 路 
如 图 一 5-13(b) 所 示 》? 


£00 cC qit) 





图 题 5-13fby) 


14, 设 有 平稳 随机 过 程 ECt)， 它 的 样本 廿 数 如 图 题 5-14 





}2х]-а 
{+ р 


图 题 5-14 
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记 示 ， 每 个 脉冲 的 波形 为 负 指数 波形 BI kec*U-U(t- п), 
ы КОНАН ЖН. ТААН ЛА БИШ, H 3 ur E [ELA 
出 现 的 脉冲 平均 个 数 A= 1。 求 证 去 人 t) 的 功率 谱 密 度 Se ti) 为 
. к? 
S(O = aar T 
MAZTRERA, EPR Ж и ЖЛ p| ОА Gi) 
_ jerf+a jazt—a 
7 91+ В Јол + 8 
如 题 图 5-14 所 示 。 随 机 信号 E(t} Sp PS AKT T SR FPE Ж 
统 ， 得 到 的 输出 分 别 汐 7.(t) 和 ?tt)。 求 输出 功率 谱 密 度 
5. ОЯ Saali), 并 问 mitn CO У JE 25 17 
15。 设 有 图 题 5-15 所 示 的 线性 反馈 系统 ， 其 中 h(t)、 
КСА RAA kR, HGD., KUDA HARK 





m Hg =  HGpaÍD0, 80.8, 





图 题 5-15 


转移 函数 ，e(t) 代 表 误 差 信 和 号， 即 输 入 信号 和 反馈 信号 之 
差 。 如 果 在 输入 端 送 入 的 信号 是 一 平稳 随机 过 程 5t)， 在 
系统 中 又 进入 一 个 平稳 随机 过 程 〈《 即 噪声 ) по), HECA 
ntt) 问 是 相关 的 ， 又 是 联合 平稳 的 ， 求 ; 
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(1) 输出 端的 лдан 5,00), 
(2) ТЕЙИШ Н ЖАК (9 S v ЭЕ 8 Ep e(t) 的 Th Ей 
密度 S. (D. 

16。 设 有 图 题 5-16 WAHRER, 它 的 两 个 输入 六 
ECORITOO, ДСО СОН Н А ЗВО ЗЕ ЕВ ВЕРЕ, 
CC Og Hii. GR COO 的 H 
XH EB GEHE, PA 
定 £(t) 的 相关 函数 为 Retr), 
НВ BF S5 d), 000 
WH Жу R (т), MINES 
HRR EA S, (E) 

17, WAER 5-17А Вр 
ЁШ, ТОВ АНЕС), 2900. Et) 为 零 均 值 的 平 


Ll 


EFT 


£n) £O 






ШЕ 5-16 
ГО =4(1) соз (2 f of + 01 


"gttyn cos (28 f of +@) 


A 
SH 
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稳 随 机 过 程 ， 其 功率 谱 密 ES D, mppipt.BpS.0D 
=0, (REM 5-17B), m(t)=cos(2zft,t+8), EH h 538 
Ж, p P.P dB СО, 270 БЕР ЕД ЛЕБ ECt)#H E H 
互 统计 独立 的 。 09 mÜ) ЖЕНУ d ib L(O =E) 00s £Ct ) 
* cos(zzf,t +). 试 证 明 ， 

` CI) 输出 过 程 为 平稳 随机 过 程 ， 其 相关 函数 为 


R.(r)- rr (т)сов(2Л%,г) 
《2 ) 输出 功率 谱 密 度 为 
5,0) 18, 76) +S; f) 


Ен Э. (D. 
18。 设 有 随机 过 程 
nty=acostot —$(t)- BJ 
其 中 a Жо, = 27%, 为 常数 ，8 为 均匀 分 布 于 [90，27] List 
ФН, ФСЕ) тампа, $0) 与 8 是 相互 统 жу 
的 ， 试 证 明 


Rtsts) = = карекронэнГе крг 


-jject3) 
-其 中 tt- 也 =zr Rei } 指 实 部 
LME p) = bcos(o,t +8' y, Jeho, = лі, b XE 
Jk, 0' зу 372516 РГО,271 КНР Е, 0 和 是 相互 
统计 独立 的 ， 利 用 关系 式 
exp(izcosd! = Jękz) + Y:2j^]. Cz)cos nó 


ABA. J. ARRARO OR К.С), 
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19. 设 有 微分 方程 组 


i 
УС) 2 СУС) дусу «zt «E. 00 





3200) + 9z(t) = Ë,(t) 


5.(t)、&.(t) 为 平稳 随机 过 程 ， 而 且 是 联合 平稳 的 ， 已 部 


201 
300 * quafi x 
doi 
S..(fy= 2 
80) (221)! + í 
5,,,.( = 2ла 


[(2хїу# — 2# + j25t 

AX yOD. zOOBDInmoiSE HE S.00. 5.00 RRE 谱 密 

BE S,. (D, 
apu, d COD _ ан. 

20. Вар + AT СОЙИ as 88k, XE 
=ОШ E q ЕСЕ), Rn IO 是 平稳 随机 过 
TR, ЗЫ ҖАН ЖЕУ 

E 2a 
5.09 2o rfj ү ar 


动态 系统 处 于 零 初始 状态 。 求 在 + 时 ORTA Dn(t), RE 
中 a 、8 、o 均 为 常数 。 
. 设 有 图 题 5-21 所 未 的 线性 系统 ， 图 中 
y(ty=x(t)—x(t- T) 


+0) = f yCu)du 


(15 试 求 系统 的 转移 函数 HOD; 
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C2) (URSI RD ТАА НАЧ, ОНЕШ OR 
s.6(z)， 求 输出 随机 过 程 的 均 方 值 。 
= sin'ax: Soa] A 
(利用 关系 式 | - ах=|а |) 


2. йш s-22 BRAAI, лайв A 
线性 离散 时 间 动 态 系统 、 它 的 冲 激 响 应 是 1x2 的 矩阵 
hén,ky, p nk 时 








nox ы AT a- nz 
һо, (а * sin 2 a "cos 


当 n < k 时 
h(n, ky=(0, 0) 
其 中 人 为 常数 ， Hiel«iCel <1 保证 了 系统 的 稳定 性 )， 





BE 5-22 


如 果 系 统 的 输入 为 离散 时 间 的 平稳 正 态 过 程 
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'w,(n) 
| vae). (nz-«,-2,71,0,1,2,7) 


其 中 E(Utn)) = ( ») 


a (Cim | 


RuyQm,m)-. 


| Y 91—92 [n1— г?! 
(-3) er 


Ji ҮЗЕ, YIS, п,,п,=..,—2,—1,0,1,2,+—, 3 
ERE Y || cd, Y12831 а l. жаш it Zi) fü dH X 
Ж. 

23。 设 有 一 线性 系统 ， 它 的 状态 变量 表示 式 为 


GG Ga Qe 
x (tx: 


yc = cU D( co») (0 
z 


кж н(е ctt ote Е 


正 态 分 布 的 随机 变量 ， 输 入 过 程 是 平稳 正 态 过程， .均值 为 
Ж, ЭС ОЕ 
1- |+] (11 
Rey = (0 (r |>1 


< 0 лт Л ЫЛ. 


2 (0 
t 
варс), Habla (T O 


及 输出 过 程 y(t) 的 方差 o3 00. 
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B uc) Ж 
) 的 方差 矩阵 Od) 





第 六 章 高 斯 过 程 


在 许多 实际 问题 中 录 到 的 是 大 量 号 机 变量 和 的 问题 。 根 
据 中 心 极限 定理 知道 ， 在 满足 一 定 条 件 下 大 量 隧 机 变 基 各 的 
极限 是 正 态 分 布 的 〈 或 高 斯 分 布 .在 第 三 章 中 已 所 到 ,经 过 
滤波 的 治 松 过 程 是 正 态 分 布 的 、 电子 技术 中 脖 到 的 热 品 声 是 
大 草 电 子 的 热 运 动 所 引起 的 ， 因 而 也 是 亚 态 分 布 的 。 

在 第 一 章 中 已 指出 , 一 个 随机 过 程 可 以 用 n ЖЫ 
的 分 布 来 描述 ，n SOEUR GENUS. WER — ВЧ 
意 选 取 个 时 刻 ，3n 也 是 任意 选取 的 ， 得 到 革 个 相 度 的 随机 
变量 ， 此 元 随机 变量 的 联合 分 布 是 再 态 分 布 ， 则 称 惊 过 程 
为 正 态 过 程 或 高 斯 过 程 。 因 此 ，、 在 研究 高 斯 十 程 时 首先 应 该 
ВРЕ Е БУА Е, 


51 多 元 正 态 分 布 随机 变量 


《一 ) 一 元 正 态 分 布 的 概率 密度 和 特征 函数 
如 果 随 机 变量 上 是 正 态 分 布 的 ， 基 均值 为 0 ， 方 其 为 1， 
ГЕ у 8 ВЕЛЕЛ Эу 


х2 


1 Е А 





Ё. (х) = сее * C1) 
ТАКЕР МЕ ШЕКЕЛ OA 
Dt)=e t (2) 
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SEE SAME AE ЕА, MANO, DERZ 
ШИВАЗА EESHA, SHEA д, TEN o 
则 它 的 概率 密度 表示 式 为 





_ 1 | _ (х ру? | 
f, Сх) = эло ехр{ 295 ^ C32 
CETREEÉU EHE Ei BEES 
z. 
Ф.Ф) = exp[ jat -TE (4) 


可 用 NCu,o*) 表示 它 。 
(二 ) ”二 元 正 态 分 布 的 概率 密度 和 特征 两 教 
BARER Е ЛУАН НЕЛЕЕ 2. 7, БИН 


eG 
eG 1) 


其 中 工 代表 上 9 的 相关 系数 ，|r1<1， 则 它 的 二 元 概 率 密 
度 表 未 式 为 


协 方差 矩阵 为 


1 
Feo Y р 
А 21 | 
MEL expl -jip D - amy + y) (5) 
它 相 应 的 特征 函数 为 К 
Ф.о | | exp {jtix + 0,3) {,,(х,узахау 
1 - [° ; ; 
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т-ну" my ey jaxay 
TU 1758 Г е Titix+ jtarx 


. _ _ 1 uL 
+]%(у-гх) Pr [Cy - гж)а 





T X*(1- г) Jayax 


= exp[- (зт?) _ аз”) 
2 2 


-exp[- titia) (6) 
АЛЛЕ РЕЛЕ ЈЕ Е. T HAHEN 
EG) 


协 方差 矩阵 为 
B= (^ " un) 


rfU E. 了 的 相关 系数 ，1r|<1, 则 它 的 概率 密度 说 示 式 为 
есуас) 
овур e 


"EXFL B REGE И 3g 











Феб = exp{ Gat; + ata) - Itt 


" 20,0455 tetti) (8) 


它 可 以 用 Nty，B) 表 示 之 。 
С) n 元 正 礼 分 布 的 搞 率 密 庭 和 特征 函数 
n 元 随机 变量 可 用 随和 宙 剂 笑 量 表示 之 
I & 
t E | 
\ : 
EQ 
其 均值 为 


BERE, =， i-1,2,-,n, 
ig Bir =соу(Ё,, E)=Et(Si =H (P, — нуз 
bix RE Ei. бу [a] B) R73 23 , l,k=1,2,-. ... n, ES i=k 时 
bi = EF, - 6102) = DE; 
bu REE 的 方差 ， 于 是 得 协 方差 矩阵 
bi bs c bi 
bg baz т bi, 
s= 7 j| 
b, b. Ut ban 
БЛЭК B КАЕ РЕ. у 
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n э 
í.| A (x; 一 n| fat Xi U X.) 


qdx dx, dx, > 0 


Bil x Y abaco 
或 A'BAZzO 

其 中 A= À се Aa) 
HIERE В RU HE fig EE, 


35 2 元 随机 变量 51 ,63，… ,65 是 正 态 分 布 的 随机 变量 ， 其 
均 信 为 实 值 列 舌 量 ， 如 果 它 的 协 方差 秆 阵 B 是 正定 矩阵 ， 
则 其 概率 密度 的 表示 式 为 


1 
L, OO, XS X.) = Gay B | 


ғ ехр{– Gr aB tC — D] € 9) 


Жр (x -ay dese ОНЕ ШЭН n 元 正 态 分 布 可 用 
N, DERZ l 

作为 一 个 概率 密度 它 需 要 满足 两 个 条 件 : 

(1) fi;Gu,Xx,,--,X,.)0 (хЄ К") 


(2) j son ox + ,х„)ах,йх,.-@х„ 2d 
R" 


(PAE MER en Be, CRER). D UEBER 
FFO) НН НИК С — DB. MARE B j 
е ОН, ДЕ aE ЯНЕ ВЕ L, fü 


B-LL' (10) 
作 线 性 变换 使 y-L'tx-g) (11) 
GDXNIi dA х= унд (12) 
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变换 {12) 式 的 雅 可 比 行列 式 为 


6(Xi,X,) ° x.) | _ L | = в [+ | 13 
2295 [IEI=| 了 | a) 











因此 hh 


— f | екр{ - о-в 


• В-х 一 в) Jdx dx dx, 


Cesaris 2 xp {— iv y aayay: dy, 


(22x)*i8[* 
|". -f _ехр{- lpyteyis 
(my 


*yi? Jay dy,--ày, 


1 f° o 
= ==) du] =1 
这 就 证 明 ( 9 ) 式 确实 定义 了 一 个 R" ERA RE ВЕРА. 
ТЕ ЭЗЕ DORRES fp М] PCS SHE HR 


ж. Bog X EH SS 
Suit, ns, tas f e [exptictn toa 


7 т m 








etx) (х,у, 0x JAX dx, «dx, 
1 N 
= — Ut [exp Gexyexp( - = 
. (22) 1 |B |= Rn 
(x - 4) Bt jo dx dies dx, a4 
式 中 t'= (t, tere) 
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"A Bii B-LL' 


作 变 换 у= 7х - д) 
或 十 
TERRES HH 


jt'x— le -A'B iX- в) 


=jt' Ly + jt'u- $YY 


xu Lit=s 


则 s'=t'L O5) 

故 i'x - Lc B^ (x = I) -js'y + jt'u— Iyy 

(15? 式 中 所 定义 的 s 和 矩阵 是 一 个 只有 n RRR E, i 
9' = (8, 5, … Sa) 

Ж itx- Ex- a B(A- p) 


n n 
=j sy. +јеи- llylyt 


k= ъа 


кјеа- + Y (y. 7 js, 2 — ilit 


于 是 jex- + (x—-g)'B^(x-g)-jt'4- QU Bt 


-Fy -j& 


k-1 
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d к {Кдан 
Out, sta 57, t.) 


1 . са 
= .--. rexp{ jte- Lenf 


fef- у о. sos] в тауду ау, 
2 


=ехр { ев les) 


BE n 元 正 态 分 布 的 特征 国 数 为 
Фи», st = exp{ та = Lent) (18) 


在 ( 9) 一 (16) 式 的 讨论 中 假定 了 B IEIRA, TP 
则 (9 ) 式 没有 意义 ， 因 此 ， 上 而 只 是 对 正定 对 称 傣 阵 B [К 
合 下 定义 了 多 元 正 坊 分 布 ， 但 是 ， 利 肖 特 征 函 数 的 表达 方式 
BE (16) 式 ， 就 可 以 把 定义 折 广 到 一 般 非 负 定 对 称 矩 阵 昌 的 
场合 。 

如 果 B 为 一 非 负 定 对 称 手 阵 , Ф В. = B + 1-1, K Lien 


ПАВ Е, П В. ЛЕЕНЕ Е, AEA Bi 对 应 的 特 


Ф. ә, tu ty》 exp а lesa) 
т п ЛЕА N, BORER ЛЕ $ коо, 
EN 
全 
- = ipr Lr 
lim$,(t,, t, 6) = expl jux zt Bt} 


* 464 • 


= Pitty esta) 
根据 概率 密度 f(x, xs, n, X 和 特征 函数 ФСЕ, tua os, t, JE: 
一 一 对 应 的 ， 因此 lim QC tuu "tty ta) = Pit; tas rtg, ta) 
定义 了 非 负 定 矩阵 B 相对 应 的 特征 函数 ， 因 而 也 就 定义 了 


非 钢 定 矩 阵 B 所 对 应 的 概率 密度 。 因 此 得 到 如 下 的 定义 ， 
车 上 是 1 元 实 矢 量 В охо хрр, Д 


特征 函数 Pita tz gta) = exp { jra- dem) aote ia 


《或 概率 密度 》 为 元 正 态 分 布 ， 并 记 为 N, В), 
RRITE, H BAEHR ERR Н АЕ E 
f(x,, Xa g Xa) -1 -1 

( ub astu "hl 2 

Gcrm) 

给 出 。 但 当 |B1=0 时 概率 密度 无 法 生出 ， 可 以 证 明 , 若 也 的 

我 为 T(rT<n)， 这 时 概率 分 布 集 中 在 一 个 r 维 子 空间 上 ， 这 种 

正 态 分 布 称 为 退化 正 态 分 布 或 奇异 正春 分布。 

《四 ) 多 元 正 态 分 布 的 边际 分 布 

设 和 = (Ё. ЁЁ. ууп, МСА, В), 
则 到 的 任何 一 个 于 矢量 (#4， EÉ (mean) 也 服从 正 
恋 分 布 。 


因为 上 的 特征 函数 为 exp{ јем 一 二 ("Bt}， 在 这 个 特征 


Жл T toa tua, ttu 外 令 其 他 所 有 的 t 2c, BI SJ 
(Er баз)" BJ KF IE ER E 


QOL Eua, nr tuu) = exp [ins ium) пт) 
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其 中 fea datu)" 
; к= (нар Hx Eu m) 
B HER ВЕД koke k, 行 及 列 所 得 的 mx m St E, 
OD 趟 说明 了 多 元 分 布 的 边际 分 布 仍 是 正 态 分 布 ， 其 
分 布 为 N B), Ai, £, 服从 一 元 正 态 分 布 N(az, biu 
(ж) 利用 特征 函数 计算 各 种 特征 数字 


1 Ait, t... t.) | 
E =- І 
{EL} j gt. 





tamtn t ch 
= 于 je = Hx 


Pla, REE 的 均值 。 


Еду 0) MM 
= һу ct НЕШ 
即 E((Ë — д) i [C Ki)} = E(ELE I] 
— Haga = Pei 


因此 na 欧 正太 分 布 完全 由 宅 的 一 阶 矩 和 二 阶 宪 所 确定 。 
利用 特征 函数 计算 随机 矢量 各 种 数字 特征 是 小 分 方便 

AJ, WREE pi" EE, W 

CE) 


Е {Ека Екеу = (j) 





Ot tt, ) 
Gt ts | Eim typem tt c18) 
例 02,502 是 四 元 联合 正 态 分 布 的 随机 变量 。 设 
EEn EE НАЗЫ 0, ORE Gab T АД] Eis E Sa Ea Bl 
的 协 方差 表示 之 。 
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B H T5o6@ S, 为 零 均值 的 四 元 正 态 分 布 随 机 变 
Ж, # So. Esia 的 特征 函数 为 。 
Фё, to sexp(- L3 Yann) 


为 了 计算 方便 起 见 设 as = 't.eit,, 于 是 


Vitis tas tastu) = exp[- 1 Yu 
к=! 





t,.t,,t,,t 
дФ‹ ubata Qul. icu, + tibi + Би 


+ tbai + t.baJO(t,, 1...2 


= 一 Jo, tbt, + bts + Bista + but OCt tas tasta) 


= —ü,0(t,,t,,t,, t1) 
GC, tastas t.) 





Ot0t, 
a ш -n 92.5015, t, t1) 
= Ət, Dt tys tu t) n 9%, 
= Б.Ф, t, tss ta) 十 ТАТАТ: 
8t, tu ,ta utu) 
9t,;6t,Ət, 


= 0,0 о) ФСЕ, staats ta) 
t£ bau(CE t tes жо Б.Ф tuu tatu) 
-tuana pt, t. stata) 

zb, ub LE ta ti) +b.su;,6(t,,t.,,ts,t,) 
+ bu (t, ,6,,1,, £,) - ujuguudi(t база) 
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8*9 (1t, t, t.t) 
dt,dt,9t,0t, * 
= bu bup(t,;, t, t, t) b, nunt, t, ta, tuo 
bab, tit, ооо, ФСЕ, t, t. t.) 
+ bab;bCt, sta tasta) -Duuu pit t, tuu tu) 
= b,,u,usCt; ta, ta £0 — b, u umet, t, t, utu) 
= па, ФСЕ, tasta) + u u,u,u,g (t, ty, ta, ta) 
$t =t,=ti=t,=0, Mj OO,0,0,0 0 71, ü, 70. k=1, 
2,3,4, BR EA 
Е\ё,2, Ё.) = CJI Ebi Ьа, + Dabra + bzsbis] 
zEGQÓQEG,) +ECE E ЕБ, 
+ EEEa EG 


$2 独立 性 问题 


定理 一 n 元 正 楚 分 布 的 随机 变量 £5，…… :Eu 相互 
钳 计 独立 的 充 要 条 件 是 它们 机 机 不 相关 。 
证 明 ”首先 证 明 必 要 性 。 如 果 5e д n BRL 
统计 独立 的 正 态 分 布 的 随机 变量 ， 则 其 联合 概率 密度 为 
让 Xe 
Ф.з, = Фф. (t D (t, ts, ) 


= exp ји 1 otti}exp{ imti- Totti] 
e + . 1 ав 
r exp jata- Foto 
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=exp{j Datei otti} (19) 
对 比 呈 9) 式 各 (16) 式 可 知 ， 若 81,854,… £. 为 相生 统计 独立 
的 嘿 机 变量 ， 则 其 协 方差 矩阵 为 


[^ 


B- EN 


0 


Gi 
0 gi 
Ч kitt b= 0, BE i 是 不 相关 的 。 
ТАНЕВ EA ESSE n 元 正 态 分 布 的 随机 变量 Bs , 
E. 两 两 不 相关 ， 则 
bei = E{ (Ex — (17 4501 50 (51) 
Er РА ЖЕРЛЕ 86 HOC 


Delti stess te) = exp] j'a- UB 
{а c Ehuti} 
= Пехр [init - -lesuj- To., (t) 
其 中 D: GETERE RER. 根据 


Ф.С, но) = IIo, dt 
k 


ИГ EE ss 是 相互 统计 独立 的 。 
定理 二 ”车 专 为 正 态 分 布 的 随机 矢量 。 司 、 志 是 上 的 两 


леа, в = (U за 
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B, B, 
8 G, в.) 

其 中 B...B., Д E E: 的 协 方差 答 阵 ,Bs ЖЕҢ F, 5L BJ 
相应 分 若 的 协 方 差 物 成 的 相 = 协 方 3 óB 阵 ， В, = Bi, 00 
£, 与 ё, THE EET] ph or i6] 3 E AR PE HE B, = 0, 

证 明 ”首先 证 明 必 要 性 。 若 &, 与 所 相互 统计 独立 , 则 外 
的 任何 一 个 分 量 与 妃 的 任何 一 个 分 量 统计 独立 ,因此 其 协 方 
郑 为 0, 从 而 由 它们 构成 的 相互 协 方差 算 阵 B,,= 0, В, = 0, 

下 看 证 明 充 分 性。 由 于 Bs=bw， 因 此 当 马 ;=0 时 
Bs,= 0, 此 时 的 в 矩阵 为 


s= (^ a.) 
A (U) жр 5 b RRO ta МЕ. 9893048, 
Bi UBt- (t, o" a) 
| ` =tIB,t,+ ti Bt: 


上 


diac (01), Ste JE E CERNI, p 是 如 的 数学 期 
з, m 


Ё T r 
t'a eio )- tia + tig, 
因此 Dolista, tO =ехр{ iru - leni] 
ет т _ 1 t T 
= ехр Lies Bt sts) - Вий + Í,Bat)) 
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=бхр (itin, 一 LuBat }ехр{ йи, 一 luna] 

=Ф uu) uU) 
其 中 Фоо RETRE š, 的 特征 函数 ， Qua( fed TX 
E E, ОРЛЕ ДА ARRIE ELDER PE Е, 各 是 相互 
统计 独立 的 。 


83 £4 ЖЖ d 


dE Ere. y R n ФЕ ЕЛ. Нар Н 28 为 
й= Си, щн), WPA B, 现 要 研究 服从 正 态 分 
布 的 随机 笑 量 在 线性 变换 下 的 一 些许 质 。 


C) 车 的 各 分 量 的 线性 组 合 为 = а атф, 
ЖН а" = (а, apean) 7 
Wi 5 的 数学 期 望 为 . 

EL Еа) ү» а Е(&,) = Dansou (20) 
ERTZA i 

Di - Еа, а) . Ya) 


X $ arābi; = #'Ва (21 


кыт iej 


(>Z) gie = (G yk — m x nd: E , Ti = c£ mim xi 的 

列 矩 阵 ， 它 是 点 经 过 线性 变 拘 后 得 到 的 m луй} BE PLACE, M 
" 的 数学 期 望 为 

En = ca - (22) 
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的 协 方差 笔 阵 Dn 为 
Dr = En- En)(s - Ep) ) = Kte(E— AE- ge") 
=c¢tE{(E-— gp) (E — un)" )c* = cBe* (283) 
三》 定理 一 ¿#=(5 ЕРУ HEU n ú E xS 2 # 
NO BY Эзе PE I p ПП НЕА at= УС at g = 
8 点 服从 一 元 正 态 分 布 


(ал. > Y аа.) 


证 明 (Ca) 必要 性 ЖЕҢ ДА Мор В), WEK NEUE K 
数 为 


Quia, у) = exp[jt'a- tat] 


И (= па, п 为 任意 实数 ， 则 
Fiei TEY = tts eta) = Беу = Ее у 


= exp[jua tg — 地 a" Ба} {24) 
将 (20)、(21)? 式 的 结果 代入 (24)? 式 得 
Ete!) = 0,0) =ехр{ jac - Laco] 


且 该 式 对 任意 实数 都 成 立 。 这 就 说 明 随 机 变量 上 服从 
N (aa a'Ba), А 
Cb) 充分 性 6 а", тС ЕЛВЕ ЛУ 
Ж, CEAN (a'u, а'Ва), ВШ £ АЙЕ У 
Du) = E(Ə(eluty= Е(е!°* +) 


= exp { jua'g — Tuta" Ba] 
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Жп- 1, 则 
Ete 1) = exp[ia'u- T a'Ba } 


由 于 a = (a, а,:-а,)°, 而 a RARER, „БР Са, 
apnea) 相当 于 516) ЗС, tota) АЛИН Y t JE 
AN(a,B), 

利用 本 定理 可 通过 一 元 随机 变量 的 分 布 是 正 态 分 布 来 确 
定 卫 元 随 枇 矢量 也 服从 正 态 分 布 。 这 一 方法 是 十 务 有 用 的 。 

(PD 定理 二 ФРЕЕ. Esset.) 服从 工 元 正 态 分 
ANu, B), їйє {ЕЕ m x EBE, N ñ= с RA т AAE 
Жр N (cu, сВс'). 

W Bi£=(E Ere) A n x1 BS ИЕ, c gm x пн 
EE, ük m= cË ym x ВОЈНЕ. dpt m 元 实 值 列 矢量 , 则 
7 E] SE IE BR yy 

Ora (ti 1. 6) = Ее") Ejeet et) 
= Efel" oTt} 


=ехр{ jett a-EB } 


= ехр{} сн 一 jt (Be x] 
HEX, ПД m 元 正 态 分 布 N (ср, cBc'), 
这 一 定理 表明 ， 正 恋 分 布 的 随机 变量 经 过 线性 变换 还 是 
正 态 分 布 的 随机 变量 。 这 个 性 质 称 为 正 态 分 布 随机 变量 的 线 
性 变换 不 变性 。 
(ж) 推论 车 服从 元 正 态 分 布 Nn，B), 则 存在 
一 个 正 交 变换 U 使 得 #= UE 是 一 个 具有 独立 正 态 分 布 分 E 
的 随机 闫 量 ， 它 的 数学 期 望 为 Ur， 而 它 的 方差 分 量 是 矩阵 
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B 的 特征 值 。 
证 ”从 线性 代数 知道 ， 对 于 实 对 称 插 阵 耻 存在 正 交 御 阵 
UE UBU' =D, Ж D X 
: d, | 0 


0 а, 
这 里 da，…ya。 EBRR, BHR, Wr 
特征 情 不 为 9 。U JEDLSE RON УПЫ ДД EZER, 
把 Ue ЕЕЕ, НН ER AO 58 BL , 则 
48 п= UE 是 一 个 具有 独立 正 态 分 布 分 晤 的 贿 机 和 拓 量 , 它 的 数 
学 期 望 为 Uk， 而 它 的 协 方差 协 矩阵 中 的 元 素 仅 存 在 对 fü 线 
分 量 ， 其 余 均 为 60， 它 的 方差 分 量 是 马 的 特征 值 。 
车 矩阵 8 的 秩 r<n， 则 正太 分 布 退 化 到 一 个 + 维 于 空 
间 上 。 
$4 高 斯 随机 过 程 
定义 ”如 果 随 机 过 程 售 (t), tcET} 的 有 限 维 分 布 都 是 正 
态 分 布 ， 则 称 它 为 高 斯 随机 过 程 或 正 态 过 程 。 
正 态 过 程 是 二 和 阶 眠 过 程 的 一 个 重要 子 类 。 
对 于 高 斯 随机 过 程 来 说 ， 它 的 任意 n 个 取样 的 联合 概 
率 错 度 均 为 正 态 分 布 的 概率 密度 ， 因 此 51—63 的 一 些 结 论 
可 以 运用 到 高 斯 随机 过 程 中 C 
е. =— 1 —1 _ 
(27)3 |B|* 
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-lix -u )'B - 
exp{ rasa BIB (х, u)) C1) 


其 中 хү={Х{(, хек) 
而 = (HL, Bets) 
gu, EG 


вун, Тул 
b, = ЕЦЕ, 8, 0G. 0) 
=R,(t;,tíi) Re E, 

рон LP e (tE ЕЭ DA, ШЕ rn КТ 
pur рө HIC усе, ИЖ ЧЕНЕ НК EJ ST TS] 
函数 的 相关 函数 的 数学 期 望 。 

如 果 随 机 过程 8tt) 为 宽 平 稳 实 高 斯 随机 过 程 ， 则 zz. = 
к= Ж, RS, t) - Е.С —ti), 即 均值 为 常 数 ， 相关 
с СВЕ ВА) 仅 与 时 间 差 te -ti 有关， 而 不 NA 
їй Л tv 和 tt。 

取 п Р 6,6,6, 3X n 4 TAA Y ИЮЛ 
зен ре B, Жор gb. -RIOG.7 t0) 7 kh e bitu 7 11), 
ZPE n A= hh EEG ЖЕ 28 ЙҮ BE BT АГ АО ТҮШЕ ВА ҖЫ 


quu, упар ts, ata) 
= ехр (у uje- iy ^b -tjat } 
如 把 п 个 抽 祥 点 同时 作 一 平移 h pR E RT 3) 9 tt 


h ,ts+ hto+hh， 则 这 平移 后 的 n 个 抽样 点 的 概率 密度 


所 对 应 的 特征 函数 为 
PCU, Us е, asit b But buo ta +h) 
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= oxp{i( 35 u Je- JE bte- timu: } 
= P{W ta, tt 
E 7a 4rd PS CER HRE Pa E — eon. A 
f(x,,x,;,-,X,, tj eh, t, ch, t. +h) 
= (х,а, харб tu, tu) 
这 就 表明 st) 的 一 切 有 限 弘 分 布 都 不 随时 间 推 移 而 改变 ， 即 
БООР АВНА АГЕ, ВУЗЕ ТА ЗА НВ д 
平稳 随机 过 程 。 
如 果 所 给 定 的 随机 过 程 是 一 复 高 斯 过 程 ， 则 在 叶 个 抽样 
时 刻 得 到 了 个 复 随 机 变量 
б = t] (t€ T,k=1,2,8,-- n) 
Hop £. т, 均 为 实 随机 变量 ， 也 就 是 说 n 个 抽样 组 成 了 
2n 维 实 高 斯 分 布 随机 矢量 ， 因 此 $1 一 83 各 节 所 导出 的 一 些 
结论 同样 适用 于 复 高 斯 过 程 。 
在 许 络 实 际 问题 中 需要 研究 正 态 过 程 的 导数 和 积分 的 分 
布 。 为 了 说 明正 态 过 程 导 数 的 分 布 和 积分 的 分 布 ， 需 昌 证 二 
下 面 的 定理 。 
定理 一 HE = (EMEP e EWY AEk ERMER, 
LECHART p= СБ Ereid ВРАТЕ 
说 有 lim Е{| 549-5, 2) =0, 1=i=<k, BHI £ tB ERAH 
的 随机 矢量 。 
| 证 imal £ REER BL TIK 35 ME k: JJ 
Ека a= (e aye 
ElE)= u= (0, рава)" 
EQ О-ке oem gem 
E- р - кеВ 4 


BES pJ AK F t, Xx 
lim i," -lim E(£1 = Etl.i.m £1") 


= Ере 


lim by zb; Gi, jak) 


п 


zZiOo.O1,u0,,-:,0,0 fe 3E E D E E PS AT, 而 (CU ,aas д.) 
代表 点 的 特征 函数 , ETES H k AEGADE ЛЯ В, 
故 


@.(D0,,uy t U) = expl jug" - Lugou} 


因此 Lim Ф, Cu, 04,7, т) c exp[fjus- Tu Buhai pe 


HW T Ё, 因此 Ф. (,,u;, o uy) WESCE (uus, 
а), 即 


d(u,,u, uu) slimd,(u,,u,,,u,) 
ц ~ 


= exp(ju'u- Lu'Bu] 

所 以 点 也 是 k 维 正 态 分 布 的 随机 变量 。 

定理 二 车 正 态 过 程 (&(t)，t ET} 在 T 上 是 均 方 可 导 
A, WE Ct)，tET} 也 是 正 态 过 程 。 

证 fE tiot: o t. ЄТ, Kh, t, +h, t,+h, =, 
t, +hET， 利 用 多 维 正 态 分 布 经 过 线性 变 摘 仍然 是 正 Ж 分 
布 的 不 变性 原理 ， 知 

(SE) Elt, +h)— Ct.) 
h h 





ou ЕСЫ +h) Atoy 
h 


. 477 ° 





所 组 成 的 E 维 随机 矢量 是 k 维 正 态 分 布 的 随机 人 矢量 。 
由 于 &《t) 在 T 上 均 方 可 导 ,， 所 以 对 每 个 t; k i 


£O, bh) - (ЕЈ T £^ C0, 1i k 。 因 此 ， 
(E'(t E (GG) E (000! J& k SEES AT pU BREL RE, 
RE CCOXE — ES SERI. 

定理 三 ЕО), t€ T)fE T E EOS uj Е d pt 


&, m «co = | Edu cute 


b 
及 ut- l'£cone mda (a,b&€ T) 


也 是 正 态 过 程 。 
证 ”按照 积分 定义 


па = ['£codu Lim 
& т) =l. i mai? 
"1 
LEES Eu Au, 
1=1 
其 中 a= ucu u, <. <t, =t;Jk[a,t,1 上 的 一 系列 分 
Ж, &(п,)Ж1ЕДЫЧЖ, dk ECu OBS ZRTEZH A О" mme 
тю) АКЕ, ШЛЕМ Qu — noe 
MD 也 是 上 HE ES ЛЯП НУ Bl EL AE LB CO JE IE EE. 


FIR лл = | Eht, oda 为 正 态 过 程 。 这 
Р, mE), C oo<t<oo)) R E ЖАНЫЛУУ Н A, 
дпс = (^ £cohe du JESAM, Ан, Eds 分 Ж 
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Шаа, ЖШ {ЛЕ ЖУ: GU Bü WL pk 
ж. 

BI 设 有 线性 系统 , 它 的 冲 激 响应 为 htty， 输 入 为 平稳 
实 高 斯 随机 过 程 。 设 其 输出 随机 过 程 为 nE WEI EO, 
3Kt) 为 联合 正 访 分 布 的 随机 过 程 。 


证 ло) - | hdt-DtCoDdr 
nA EAA HBD ЗЕ НЕ ЖОМ. в 
t= | весов 


其 中 gO Y) HO ЕШ, 为 高 斯 分 布 的 线性 组 в, 5 0 
正 态 分 布 的 随机 变 医 。 定 义 


g(t) = g (t) + f е.(0)һ(и 一 t)du 
m £= [Г вс + [С [goo - tydu£(£)dt 
zi Б.С) АЕ НИ + ү r E(t)h(u ~ t)dtg;(Cu)du 


- r E.C(t)E(t)du + [ yng (иуи 


- £O 
- t>, ga dt 
Fes et») 


由 于 g(t) 为 任意 函数 ，g1(t)、gztt) 也 是 任意 欧 数 ， 而 上 是 


t 
正 态 分布 的 随机 变量 ， 故 (ct) ERAEN во ва 过 
程 。 
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85 窄带 乎 稳 实 高 斯 随机 过 程 


{一 ) 一 维 包 络 分 布 和 一 维 相位 分 布 
在 第 五 章 #811 中 讨论 了 宗 带 实 平稳 随机 过 程 的 分 析 方法 ， 
现 抠 这些 结 论 用 到 窑 带 平稳 实 高 斯 随机 过 程 的 分 析 中 。 
在 第 五 章 811 中 已 说 明了 奉 带 平稳 实 过 程 的 均 信 为 零 ， 
Ep E400) =0。 它 可 以 表示 为 


E(t) = X(t}cos 2zf,t + x, Ct)sinzorf,t СІ? 
. ^ 

而 х„(%) = E(t} cos zait + ECtysin 2zf,t (2) 
^ 

x, (t) = ECt) sin 22f,t — £(t)cos 2л (3) 


2(t) 为 8(t) 的 希 尔 信 特 变换 ， 因 此 XO. х. (t) 均 是 从 正 
态 过 程 8(t) 经 过 线性 运算 得 到 的 ,所 以 x. (t, х, (tB Jb E 
态 过 程 ， 而 是 是 联合 正 态 分 布 的 过 程 。 
若 #(t) 的 相关 函数 为 Ri(r)， 其 方差 呈 = R,(0), Ni 
x。lt)、x,(t) 的 均值 均 为 9， 它 们 的 方差 为 
ot =R, (0-01,-R., (O = Ri (00-01 
x,(t), x CORE ROBES. (0. 5, (人 集中 在 | f | 
<t, 内 ， 因 此 x。(t)、x,(t) 上 只 有 低频 分 量 。 
因为 Rs。。(0) = Ех, Ox 02) =0， 所 以 x。(t) 和 
x,(t) 是 相互 统计 独立 的 。x。(t)、x。(t) 的 联合 概率 密度 为 
f(x. o, x, D efc fO ) 
utei (4D 
可 以 把 (1 和 式 改 写 为 
ЕЕ) = V(tycos[2zt,t + @6%)] 
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= V(tycos ü(t)cos 2z1,t — Vct) sin g(tysin 2z1,t 


(5) 

= x,(t)cos 2zf,t + x, (Ct)sinzigrf,t CB) 

其 中 V(t)cos 041) = x, Ct) (7) 
- V(ct)sin 08(t> = x,(t) (8) 


(7). (BORIH, mI ILES АА x (і). x COH LSU 
МСЕ), 800, BUE FATTE RT IE 
өх. ,x, ) 





] ， ， cos B, = sin, |- y 
” 8. 35 7| аав, -V,cosQ.l ` 
IJI 2 V. 当 VIO, О=0,. 2л 时 
v, _ V: 
У 000 = рар SP 4 591 } c9) 
` ex хр{- aor) (CV =Q) 
її КУ.) = (10) 
lo («D 
А r= 000. RD 
гө.) = | KV. ON AV = ` 25 aD 
° о 《其 地 #8.) 


OD. CDRH ECt) 包 络 的 分 布 为 瑞 利 分 布 ， 而 相位 
8(t) 是 [0， тизенин. € Ei V. 的 均值 为 
EdV, LIN Tre ле dv, -(5 ye 
V. BJP r MA 


vt 


gv «vide RE dV, - 26] 
0 © 


V 的 方差 为 
. 48] = 


в _ f 2.7 а 

et, рУ. =(2- Z)o1 
AECI), (10), GDA 

(Va, 8.) e ÁCV OE) 


所 以 在 同一 时 刻 t， 包 络 Y， 和 相位 日 是 相互 统计 独立 的 随 
BLUE Е. 
下 面 将 证 明 包 络 和 相位 不 是 统计 独立 的 随机 过 程 。 
(二 ) 包 络 和 相位 的 二 维 分 布 。 
309] 2: BELIEFS 5 CO BS Gne Y(t) 和 相位 600 4e 6 t — 
个 时 刻 的 联合 分 布 。 失 (6 AA 
ЕС = V(t.)cos [2zf,t, + 8(t,)7 
=x.(t,)cos 2zf,t, + x, (ti sin grit (12) 
ЕСЕ) = УС, )соѕ [2z1,t, + 0(t,)J 
| = X, (t,)cos 2ЖЇ„ї, + x, (Ё, ysin 2#Lt, €13) 
由 于 tt) 是 正 态 分 布 随 机 过 程 ，x.Cti)、xs (ti))、x。(t,)、 
x, (t) 古 从 正 态 分 布 的 随机 过 程 经 过 线性 变换 而 获得 的 ， 故 
Kelti), Kalt), хо). x,(t,) 是 联合 正 态 分 布 的 随机 变 
Ж, 
从 第 五 章 811 知 xo, хз, Xoi X2 М Ek 2 8 Rk 39 


B= 
RECO ü Rz, (ti—ts=) К,а (ta C1 
0 R (Q) Raes, tati) kacfta 一 ty | 
К.з} Буск, {2—61} к (0) 0 ] 
=R, z, lta t1) Ru. (ts 6) 0 RD r 


- 482% 


Gr . 0 к, (т) TE.aQ0), 


- 0 e OR.QunO) Ra C) | a4 
В, (т) К, (ту о? 0 J 
TRO) R, G о cl 

Ap r=t,- ti, a 
jet 0 R, (y -R, x, (F) 

IB] =! 0 с? R, a (z) К, (t) 

‚К, (т) R, ,,G) ol 0 
TR.aQ00 R,G 0 о} 


=оо1—(К,.(ту)#—- CR... (7073 
+(R, GEO, (2)? К, + (T) 7 01] 


* Gu, QGODITOL 0) С. LL (0) -91] 
=Го}- (R, G)Y - CR, , (53? ` (18) 


iB | = |B,,| = [Ba | = |B] -oi[ci- (К, (т))? 


t 
(R, OY] -ctB,* (16) 


iB! = |B,,| = [Baf = IB] =0 (17) 
[Bl = [Bs] = [Bs = [В,,, 
= 一 R, (z)[oÍ 一 (К, (2))?— (R, a, 0077] 


= - К, (G)|B|* 


(18) 
[Bl - {В,, | = |B,.| = 一 |B,;| 
=R. ‚‚(т)[с} ni (R, (r)):- (KR, ,, G) 
=R, ,,G0]B|š (19) 
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EFECOM E, MOXLUD. х, (во, x. (t;), 
“的 均值 为 0 XXEERIHE x. x, үх„ үх, 的 联 会 


Kx. o xo, Xop» х, ,,) 


1 
= xpi-—d tote, +х T X 
21815 t L 1 








те : 
4л? В} ti 
TX) TZR, (CT) ro, X. жх, ох, ) 
* 2R. r, (OD (x., x, o7 x01] (20) 
式 中 ву ро С, (т))#— (R. ‚ Gr] 
RROD, GDA 
CX QC) m x, = М(,)с059(1,) = V, cos p,, 
| t 
| x.(ti) =х, =- М‹ї,)зїпөӨ(%) = -Vasin 
| «(50 ех, = V(t.)cos8(t,) = V,,cos8,, 
`x, (t,) SX; ,= - Vitjsing(t,) = -Va sing,, 
变换 的 雅 可 比 式 为 
J = OX 9X» ‚кх, Xt) 
92(V,,0. V sG 
cosge -V sing, O 0 | 
~ sing.. —V,,cosf,, 0 0 
| 0 0 cos 月 -V sing, 
| 0 0 - віп fe, —V.,cos0,, 
=V Va 


F OVGEO, V,,Z0, 0x86, 0,,=<2= Hj 
У, V. Dis 81,2 
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- = 1 d. 
jx | BI VaVe exp[ - [в OV 


-2R, стуу r V aueos(0, 7 8.) 
-2R, 0) VV абава. 7 601] 21) 


34 V V 8.0 为 其 他 值 时 ， ((V.,,V.,,0..09..) = 0, 
PODAR Ө,, 6: 积分 即 可 得 包 络 的 二 维 分 布 


ЦУ. V. = f [су уу 1258 1,014200. d ,, 


- l у, V. exp{ - — _ 
4m2]B|s 2|в|* 


(тону + VIDI} 





2" ы М.У, = 
E ret ip|i KR», cos 6.0 


+R. a, (OSINA. 6:01 10, des, 
计算 上 述 积分 ， В 0..-0., =a, H 
R, (тусоз(@,—@,,)+ К, .,CGüoOsin(0,,-8,) 
= ГК, туу (R, ,, GO)! 5cos(a - d) 


V aV ur - 
LET exp {t ipii ER OS) 


+ К, 05,07) sin (0,,—9.,)] Jao.. då., 


所 以 





4z* 





ре pa V aY CRI (O +R1 (тул: 
f exp{ = 


7 4а? dt [в |+ 
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| ` соз ca — $) dade, 
由 于 指数 上 的 丽 数 为 周期 性 函数 ， 故 上 趟 为 
1 3 . 1 1m NF Ve 
Зе}, Warf, nl IBls ` 
*TR1 G+ R1, (7) Jioosa}de 
Nave 
"M^ 
Jotx) 为 零 级 修正 贝 塞 尔 函 数 ， 即 


1 
т 
= J (jx) =1„(х) 


| VV 
ry D ex _ үз | үз 
B|? p{ yat 11+ ә} 


ГЕ? (т) eR.) 


ar 其 cosa = 1 n = Тж сав гї 
f. e da ET f е dg 





Ш ACV Vap 。 [^u [Rt GO) Rl. «os 
(ue um | 
0 CE V... V. BD 22 


式 中 IB|=[oi- R: (ту-Ез „(г 


a ARR rem, EGO, EGORA WAIMA НЕК КЩ 
HER, WJ x. (t, x, (t) tk dE yh vr B, x,(t). x,(t,) 
也 是 独立 的 ， Xe lt), x, tt 也 是 独立 的 。 这 样 ， M T—= co 
IER. 01, 70, ER, LL C2. e 70, WJ 
{В| = 
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Шоц тоор 
| Yh vi, . 
Fue 26 Í „Уге 202 (23) 


У, V.) = gi 
ci : 
Bp 25 тс 时 Ya 的 联合 颁布 馈 为 二 个 瑞 利 分 布 密度 镀 


ж. 
ЯВ GE RV. :的 边际 分 布 密度 : 


es VdV. 


- 8 ехр{- rr vt) 
an exp[ - "Ln (rent, e 


€ Rt, (DT JaV., 





利用 公式 f 6), афет" dte -He ea O (24) 


m 1 {Ыр [Е: с) 


+ RE a, (ОЛУ dV 





i | a! 
(D 公式 (29 可 只 | Jy (ау tett tats 50) av D4 e f 
. ° . ` 


到 ( 见 赵 访 熊 著 * 高 等 微 积分 *)。 
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| (ris “LR: (> +R, өнү 
= ET ехр .~ dB B z 
2- ， 4— 2. 
21817 218[т 
_ Bt, xpf ER, (т) +R, e. 01) 
21810} 
所 以 ier [ien atv, 
Va Vh 
eT exp Í 20} } (25) 





Va _ УҢ 
|] жї fe. -exp{ :} 
(25) 式 为 包 络 的 一 维 概率 密度 。 
从 (23) 式 知 ， 当 -reo 时 
„Ми f_ V: 
QV Tog: екрі 74) 


` eep 
КЗ НЯЦ т-коо Bj, V. 和 Yo 成 为 两 个 相互 统计 独立 的 随 
机 变量 。 

(Q1) XXV. Vu, MARHE t. ЬШ AULAE 
fi 64. Ou WJ CAE АЕК 


CRUCES [va va a sav. av. 


Ун =f(V , M(V ,) 
23i 


在 (21) 式 让 4 d-l[R o oe05-60 
+K, у (т) sin аб] (26) 


• 488 + 


| 1 773 pr 
|| fle 0.) = — —— 
jj) (Os 84) "E IB: [v.v 
„ exp{ - gii t Vi - 28V i Vu Jav, av. 
2|B|: 


(OEP B i20) (27) 
为 了 计算 QT) 式 ， 先 研究 积分 


= f exp{- u? фу? — 2XTT Jauav 
ds 2 





(xi (28) 
ay = fr uv exp {- ‚ЖҮ IP азау 
(29) 


计算 积分 《28) , FERRARE 


ro 和 有。 eet) ав 





u= sing , sina 
(30030 cose = x (Osce sm) . QD 
CTh u*.-v*-2xuv 
esed en) entem (2-0) 
ni sina 


2 2 Sl 
2 r^cos а cos (7 +8)сов{ $ e) 


二 一- = rt 
sinig 





pi bp 
- 488 - 


t 
sin 





|» (32) rsia($ o) I 
а, е ВИНЫ (0, оо) ,变换 后 了 的 积分 区 间 为 《0， 
co，9 的 积分 区 癌 为 - (2 - a), (5-а)] 





| а РИК | 
àv) 1 cos (+0) чы g +o) _ 
ё\т,@) = sini | 








故 Ер eF uu ЧЧ 
1 U 36 sin^'x 
ар 905 урга (32) 





根据 (29), (32) 式 得 
- _ W vi-$xuv 
FE uv exp{ 000 цу 
4] d 5 sinx 
dx (s 
3X ex {sin 
ёл x x (5 sin x) өз) 
{1 ~ Ki? 
比较 (27) GD Xd ‚ 
а- PY +& tsina) 


f t t . B 

Ф. bed ED. [ тр» ] 
(DP Oca 2) I (34) 

£.1,6:,) 20 CRB0,.. 0.2162 
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其 中 B= 2208, (созе. 8.) 
+К‹ү,,„(т)51п(0,,—0,)7] 
. Дака +RI,.. (Jicos(0 7 057 9) 
E 


A Gn, GO f) (G1) XA 
(Ya, Vis ба» Bitin Vii, Bip 
上 式 说 骨 8(t) 的 包 铬 过 程 和 相位 过 程 不 是 相 瑟 独立 的 。 
ATAWA Жн БА И ЖЫЛАДЫМ (t3 的 相关 函数 
EQ a V.) ЖУ ЕМ О, 


66 ERRER Paka ИТУ Бе УП 


БЕЛАН u JE 92 QE ЕОР Җа ЗЕ B ДТ ga 2 1Ш 74 
y(t) = Psin(ot + 0) + Ë (t) (35) 

其 中 P. o, 0, о, 为 窄带 平稳 实 高 斯 过 程 的 功率 谱 密 
АО ЗЯ, e.—22í,, O39 C0, 2л) 上 均 句 分 布 的 
随机 变量 ， 上 《t)] 为 窄带 平稳 实 高 斯 过 程 。E (E(t) =0, 
DIEG) =ol， 并 设 8 和 &(t) 是 相互 统计 独立 的 。 若 8 为 一 
Eski, 00 (35) 式 中 的 # 台 汶 一 高 斯 随机 过 程 ， 它 芍 均 值 
3 Psin (ost 0) „ РАЗН НИКЕ, dE 0 Du ps (d 
n Ct) Жаза, BREST. . 

51—J;], hi8 (0,27) 125391110 PaL E, 
Wy Eya) = E(Psin(ost + 00) + E(ECO) = 0 


б) Ф Middletongi«Introduction to Statistical Communi- 
cation Thearyte 
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P: , 
R,(t, t) = 3 099 (7 t) +R, (T) 


P: 
= g С08007 4 Е. (т) = К, (z) 


ИП ?tt) НС es ЖМ ДЫН] r НО рй, ТСО Э ЗР A 
ВЕБ, {ШЕН ?(t 的 概率 密度 就 未 符合 高 斯 分 布 了 。 
BB ULT Dr TE SAU Er E PELIS 
p., Cu) = = "exp(juPsin (wot +62346 
= J| (Pu) (36) 
Је. PPLH AIE SA DER RE SENE BE Эу 
1 
——= (|х! <Р) 
TMES (š an 
0 CE li x 85 
EP fa SC т ДИА PIU — pu W Н TECUM 


1 х* 
t = „е vw) 
£ (х) V me, хр( 20i ) 








它 相 应 的 特征 函数 为 
| Bu) = exp [ 一 то] . (385 


700) -Psin(et,- 85) +£ (t), dM n СЮ ЖЕК He 为 

t, GO AA f£, CO KAR, mj CO 的 特征 函数 应 为 (G6) 式 和 
(38) ARR, BH | 
Ф, (з) =Ф,(пу)ф, (п) 


= ],(Ри) expl - ivi) (39) 
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对 (G9) 式 取道 变换 可 得 nCO B acc ЕФ 


2 
оо = LÀ X) C xr) zu) 


(дор te Kl 


Р? 


1 
FI( k+} 一 一 ~ 
па 5° 1 20% 


(40) 
md F, (а, by m 称 为 合流 型 超 几 何 级 数 ， 它 定义 为 


F (a, b; жу=]+ а 2 





b 1 
а(а+ 1) 2? а(а+1)(а+2) > 
b(b-1)21 btb+lb+2) 31 
++ ` (41) 


(40) Жн укны рк mE (t) 的 功率 (噪声 功 


率 ) 之 比 。 很 明显 ， (40) 式 所 代表 的 粮 率 密度 不 再 是 正 态 
分 布 。 当 信和 杂 比 很 强 时 7ct) 的 分 布 应 该 接近 f(x}， 当 信和 妹 
V (B SS IE n CO ORE ELSE HE COE T ES AR. 
在 无 线 电 技术 中 更 关心 的 问题 是 检 波 器 输出 ， 也 就 是 说 
更 关心 的 问题 是 Tt 的 包 络 。 
HT Ë (t 是 窄带 平稳 实 正 态 过 程 ， 故 〈35) 可 改写 为 
n (t) = Psin(wot +0) +Ë (t) 
= (Psing + x, (t))cos2zf,t 
+ (Pecos + x, (t) )sin2zxt,t 
= 2, (t)cos2zt,t + z, (t)sinzaf,t {42У 


(D X Rice, Statistical properties of sine wave plus random 
noise,B,5, T, 7. Jan. 1948, 
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[7D reru OD 48 
z,(t) = P cos 8 x, (t) 

由 于 х. (0), х, CO REGE BE S ZB BEL EBR. 均值 为 1， 

方差 为 oi ， 并 且 x.(t), х. ООН h sz B. Meo 


0 <0=<2m hj 














1 Xii Xi. 
ML Xrs 8) = бле? ехр{- 2@? } 
1 
Ы эт (44) 


经 过 (43) 式 的 变换 ， 得 z.(t}、z, O, o 的 联合 概率 密度 


E(2.,,2,.,0) = 一 
t 
. exp {- 511 (z. , 一 了 sin 的 > 


1 


+ {2,1 一 Peosg)*] } = “jagi 


. ехр{ - zi... t P'— 2P (z. «зіп + z, :с050) 


280i 
(0<9 2л) (45) 
(42) 式 可 写作 如 下 形式 


nit) = V (t)cos(2xf,t + @(t)) (46) 


于 是 
= = ў = EF] . - t 
(oe. z.(t) =5.. = Рап + x, (t+) (47) 

- Ving, =z, (ty -z,, = Pcosg + x , (t) 
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根据 变换 式 47) , EG... Zas O „ВА Viu 
0 的 联合 概率 密度 。 考虑 到 变 搞 式 (D) 的 变换 雅 可 比 为 上 JJ 
=V. 得 


V, 


|f = V, _ 
(V, Ф. ,8) ал?а 


.exp{- Vi p! - 2P(V.cosp,sing ~ V sino.cosp)) 
20! 








eV. »[- Vi + р? PV singep) 
4720{ 1720; 





(У.20,0<Фф. « 27 0s ge 27) 
ÍcV.,9.,0) 20 《其 他 Ye (ED (48) 
因此 

2r ія 
(ҮҮ) = f IVi pou mdp dë 


_ у, [- у! +") 
"amor CUP 2с? 


| NI "exp (PV singe Magag, 


à ü Ox 





т 


f PV.cos( 8-9. - 2) 1 


[С ex Ар абар 
о Ја p| gi ] ' 


V: r P2 Ta 
—— Ё 
vi - ехр{- 294 NI 
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зя гая РУ cos Yf tog ` 
J 2 | 
Ы j f ехр 1 cw; 7 (4080: 


® о. +2. 76-8, 则 





ү у +Р* 1 
fv = t ax {- З 
( » ci P 2 эя 


| pi Зеф expí um 


7 2T Ez. 
_ V. _ Vi+P° uL PV. 
| (V0) (49) 
ГУ.) 20 (V, <0) 


当 了 =0 时 ，(49) 式 与 8$5 中 (10) 式 一 致 。 
(49) 式 代表 包 络 的 概率 密 诬 ， 它 称 为 莱 斯 密度 画 数 ， 
有 的 文献 上 称 为 广义 瑞 利 函数 。 


为 了 方便 ， 定 义 归 一 化 变量 v= TS ur =a, MI 
ERRE НЕГЕ ЖОН 


f(v) -v exp [- за lues (vI0 (50) 


p: 








V, 
y=. 
оК 


at 
其 中 —- 


жЕ БИЕ БУЕ К. Ша у шшр СУ), 
МЕ 5.1. 
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дя 





МЛК Н ЛЕБИЗ КИНИН, FRENE 
通 数 可 近似 地 表示 成 | 


la (x) = 





1 9 ... ? 
(22x): (1+ ax + рва * ) (51) 


因此 当 PV, зо; BO ,的 近似 表示 或 为 


сту м, ү Ve - -PY 
#(У,) -H x ) exp{ - TE) | (sn 
由 (52) AA, 4V, 接近 于 P, d Poo B, 概 率 密 
度 接近 于 正 态 分 布 。 
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87 高 斯 随机 过 程 通 过 非 线性 系统 


在 无 线 电 技术 中 常常 会 晕 色 一 些 非 线 性 器 性 。 随 机 信和 号 
和 和 品 志 通过 这 玩 器 忻 后 , 它 的 统计 特性 将 如 伍 变 化 ,这 是 我 们 
极为 关心 的 问题 .经 党 遇 到 的 非 线性 器 人 忻 有 检 波 器 . 限 幅 器 。 
研究 本 问题 时 ， 首 先 假 定 非 线 性 器 件 内 没有 存储 能 量 的 
元 忻 ， 芭 在 t 时 的 输出 #(t) 只 与 该 时 刻 t 的 输入 &(t) 有 关 ， 
而 与 + 以 前 的 输入 无 关 ， 即 非 线 人 性 器 件 输出 输入 的 关系 式 为 
| yq got» (D 
ЕТА E (tB yfi, ШЫЮ (1) X 
ERRE, RAEG 的 分 布 ， 即 . 
Pin <y) = Р+{Ё, EA(Y)} (2) 
Вр n, UP (—co<m 过 了》 内 的 概率 相当 于 随 
机 变量 ££ 位 于 空间 хЄА (- ос, у) 内 的 概率 。 空 感 xE 
A(-oo,g) Bi C1) 式 得 到 。 如 果 《〈2 ) 式 的 导数 存在 ， 对 
《2 》 式 求 导 可 求 得 9? 的 概率 密度 。 
dn BERE CO ШЖ ЗЕ HO D (ху) ОРЖ BL 
处 处 连续 ) ， 如 果 Y 了 和 的 关系 为 一 一 对 应 关系 ， 则 输出 
的 概率 密度 为 
| dx 


f.) =f; BETSI dy 


За с о neo B3 — 36 SE TENE TE, dm 00 
-的 数学 期 望 、 相 关 函 数 等 ， 这 些 可 以 直接 利用 5(t) 的 一 维 、 
CARRA BORSE 


E (e) = [7 got бах, сч) 





(3) 
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I5 k 1451-2440: чоя LM онды ч EU A S AL. CARRERA CR EUR p PUR LU d AEN АЫ е, So rM U REM i crt anml s 





Ез") = |7 eoo f, Dds (5) 
йн ло de t. t PERIN що 
R, (t, ta) = Е) 
[вовсе ie, t, GG Оха dx, CO 
Ж, «б, x ЭЖЕ, БАЩЕ CO VE C) 的 
联合 概率 密度 。 


例 一 ”随机 噪声 通过 平方 律 检 波 器 
图 6-2 给 出 全 波 平方 律 愉 波 顺 的 方 杠 图。 


| 6-2 Е 
框图 《 1》 为 一 非 线性 器 件 ， 它 的 输出 输入 关系 满足 
y = аҳ? (7) 
式 中 aa 为 常数 。 拒 图 《TI) К-ТА. CI. 
(D 两 部 分 侣 起 来 称 为 全 波 平 方 律 失 波 器 。 
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Ж 根据 《2) 式 ， 当 ?<0 Bj, Рт, <у<0) = 0 
当 y0 HJ, 


Pin, <у) ЕЕЕ < J У | 


spf Јр J XC] 





(8) 


ED =a [ xt ood saE(I (9) 
"dt. t. B RH PAUCOS 
R, (t, tj) -e[ r хіх В a OG кх, dx. dx. 
ваЕ( 61, ao 
MERA EOD 为 二 级 严 平 稳 随 机 过 程 ， 即 上 (ty》 的 两 维 
JUR t, tA, ШЕ, (и, tO qp t- t, DU IRI. 
A838 C90. (10) 两 式 可 知 ， 如 时 输入 是 二 级 闫 平稳 过 程 ， 则 
输出 是 宽 平 稳 过 程 。 
假定 输入 为 高 斯 过 程 ， 且 其 均 信 汶 去， 则 


- 1 
fao == Р-р) 
其 中 o 为 #(t) 的 方差 ， 于 是 
xp Í- 3: 
TM v 213ay S. exp Í Al (20 
I 


‘0 《其 他 了: {90 





11) 
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п, RE yt ne. 
如 果 输 入 < (t) Р АЭС S И ы, ШЖ 章 
85 (5) 式 有 f 
ЁСЕ) = V (tyceos[ олі + 0 (t3] (12) 
р VOERE, ОЧУВАНИ, E 85 中 已 找 出 
T V WOME Om 
经 过 非 线性 器 件 《I) 后 的 输出 为 
fi(t) = ам? (і) соѕ 2xf,t + 8(t) ] 


= zV + 7X cost anfet 20007 (135 


tA 5 n sc Н da, S5 — m БУ ph nr ДЕЛИ si n 
为 21, BUDE IS F. ШЖ CIO 的 输出 rt) xk EL EHE E 8 
滤波 器 (1) L, W CIO НИШ k (tS (13) 式 的 第 
一 项 。 故 


t - 300. a4) 
根据 $5 中 (10》 式 ， 窄 带 高 斯 噪声 的 包 络 分 布 为 瑞 利 
ДЕЕ | ， 
| тар 
£O = | = ° EOQ EO as 
| 0 (其 他 V. 值 》 


H (14) 式 可 知 理 想 低 通 滤 波 器 的 输出 CO [51 ЯТУ 


JZ 

A e 

~ е 
š 











s=. 737 1 
epo tU Ji ER 
f, (207 . 
-le -Z 220 
0 《其 他 z fíD 
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“(t 的 分 布 是 一 指数 分 布 。 
ЭИ о. = 1, a =1( 即 轨 一 化 的 情况 }， 把 E(t) 的 分 布 、 
(t) 的 分 布 ，&(t) 的 分 布 给 于 同一 如 上 ， 见 陆 6-4。 





图 6-4 


(1) 输出 的 各 阶 佐 为 
Ер у -a'R(EU) 


> 1 т 
= а" xt" ——— е te; dx 
j. ' v 2x © i 
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+(2п-1) Ku еа ] 





ал 
=а" ов | Qum A e^ i du 
ze =a"gi"(2n- 15.3 1 (17) 
因此 
Ет, = act 
E[71] = За?о; (8) 


Dn = E[711— (ЕС. 2? = 2а®%о{ 
CI) 88585634 lr s 


z" . 
ехр — 
ac: p í 


=nla"gi"” (19) 





Еф у= |7. 





Et, =аоі = Ef, (20) 
EiLi)-22'ai 
Di. = E451} -CEG OT = alot (21) 


KOD., (20), (21) а, (IOB A Ec 
ЖИЛЕ ДЕ ФЕ SAECO 是 相等 的 ， 它 等 于 a epi X 
Ett) 的 方差 01。 而 理想 渡 波 器 输出 (4) 的 方差 ОС Е СТ) 
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输出 noy Dn, 的 一 六。 
现在 来 研究 乎 方 律 器 件 输出 的 相关 函数 。 

REO = а {ЕЁ 
=а{Е, (02 1]: + 2a2[ R, (zy Jt 


= аі + За, (r> 1° (22) 
其 中 t = C, -~ t. ik ?Btt3 是 平稳 过 程 。 R, Ctiy t = R, (t) 
R, (z) za'oi + 2a*[ Е, (27 ‹23) 


Ж} (283) C RUS iab iig n (t 前 功率 谱 密 庶 
s, (D =atol8 (D + 2a| гк, cO e^ 2515 dr 
因 Í (R.eypeos a 
=[ R, (т) 1и S, (i! ) e! zt r dt” le" 1=t rir 
=| s. (S, a-toar 
故 5.0) =а:01500) +2а° r S, (£)S, 0—07) -> 
(24) 
K. (24) 起 可 知 ， 平 方 律 器 件 输出 %t) КОРЖ НИТЕ 
包括 两 部 分 ， 人 azc46 (f) ， 它 相当 于 D 的 均值 。 名 23 
[ s. (98, (£7 f ydt, "EX 2a* ЖШ S, D 自身 的 卷 积 。 
J TPAR, {БЕНИ ASTE ЫЕ LR Pi JJ 
ASH HE N | | 
Аї AÍ 
ra (&--M «itis + -A ) 


5,0 = | d 
(o 《其 他 频率 区 域 ) 





(25) 
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HP Af WRR. ЮФО, 
oi- [^ S, bat «24 AD (28) 


BECAS, 5,00) PARAR n G mis 5, 02 
中 的 直流 分 量 为 





d. ° E 


LEN 


| S4) 


г" режа = «ллу 
Aot 4:47 





-2f/.-2F,+3f -Af 0 Af f 2f. 


[E Е I 


[^ 


L4 P | aatia асару, 
келд 








S+ (Í) = 4AY(AD2a28 (Í) (27) 
S, (D pig 85 RIAH 


A8!A* (AT — [Ер (0x [f] AD 
[29A -]If 7250. — 
С5, (DJ: = i Qf- Af< И 26+ Af) (28) 
0 СЕ RO 


它 的 功率 谱 密 上 度 的 图 形 见 图 6-5 。 

从 #0 的 功率 谱 密 度 中 可 以 看 出 它 仍 然 是 容 带 的 ， 不 
过 带宽 增加 了 一 倍 。 把 9(t) 送 至 理想 的 低 通 滤波 器 ， 则 E 
的 输出 zt) 仅 留 下 了 S, 人 中 的 低频 分 量 ， 而 E +t 26, 附 近 
的 功率 谱 密 度 分 量 爹 部 被 港 去 了 。 于 是 


5, (5 = Se) +[5 h (29) 
其 中 Sr(f) = Ja* A* CAT)? (Ту (30) 
AX ALAE- [f] — COIT] AD 
5, (= Í (此 他 频率 范围 CP 
而 根据 (18》 式 有 

Ел, =2aA Af (32) 
07, = ва%А®(дГ)? ‹33) 

REGO, CDA 
Et, = заА (АР) (34) 
Dk, = 4a27A' (AD)? (35) 

(32) — (350 的 钻 果 和 功率 谱 密 度 S, dy. SL (bj: — 


致 的 。 
例 二 ”信和 导 加 噪声 通过 平方 律 检 波 器 
如 果 平 方 律 榨 波 器 的 输入 是 随机 信号 S CO ВЕ 声 


noz, B 
^ 506 » 


£(t) = S(t) +п(%) (36) 


VÉLO. s CO AIMO n (tb) 是 绕 计 独立 的 实 平稳 随机 过 程 ， 且 
s(t) 和 nCt) 网 拘 秆 均 为 零 ， 此 时 平方 律 器 忻 的 输出 为 
n(t) = а[Е(%)1°5 = a[s(t) + n (t 7 
=a[s2(t) + 2s(t)n (t> -n' (t) ] 
Bii Ең, =Е{а6®%(Ї) + 2Zas(t)n(t) + an?(t)] 
= aF(st(ty> + aE1n2(t)J 


= a (ci + oz) = Ж (37) 
E(91) - a?E([s(t) enit) р) 
=a*(E[st(t)] +4Е[5(%)п%(%)] 
+ 6ECs* (tO) n*(ct) ] 
+ 4E[S (n (t) ] + Егас} 
(38) 


-a*(E[s'(t) 1+ 6010; + EL n*(t) ]) 
R,(t, t2)-2E(Qntonto) 
2a*E([sCt + nct Esct + nt) J} 
= а?%Е{5%(%,)5%(1,)} 
+а4Е{5(%,)5()уЕ{п(%,)п(%,)} 
+atE(nt(tiynt(t,)y + a?E(s*(t) }Е{п®(%)} 
+aEts (t) }Е{а®(%,)} (39) 
由 于 假定 输入 过 程 stt) ffl n tt) 均 为 平稳 过 程 , 设 1=ti -ta 
ШИ I 
Е {5%(1,)5%(1,))- 
-[ st st (st ‚в ds, dsi, 


=R,: (z) 
Ein'(tn'(t)) 
= NS ni EO ELT dn, ,dn., 
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= К, (т) 

й К.С, EXE тур, Вр 
ЕК.) =R,(ti,t,y za [R2 (т) 

*4ARQCOR,G) + Rair) +261027 

= Rs (1) +, G) + К, CT) (40) 
其 中 К... (r) = a2R, z (r) . 

n xa (1T) = a' CAR, G) R, (т) 820107] (41) 

Raxit sa*R,: (z) 
641) 式 中 及 ,代表 由 信号 本 身 相 王 作 用 的 结果 。， К... fe 
ЗНМ ЖАНЕ ЕНА, ЕК, RERS H H 
fERIB SIR. MUDAT К (тн TARER. 


XI GO KE ЛЕ 8 
S, (f) =S, xa (t +5, wn (É) + Snxn(f) (42) 
其 中 SG) saf R,:(e-t*"t'dr (43) 
ELM Ro (rye "ат (44) 


S.D saa [ R. (OR Qe "т 
«24010180 ` 
-4e[ sido -Od ezatetoia(D (45) 


式 中 S,{f) 8S,» [Ex s(t) d nOD. 的 功率 谱 密 度 。 
S, 0) 85 — Db S. XO) 和 S, D 的 卷 积 ， 第 二 项 是 直流 分 
量 。 出 现 S,.。 00 ЖКН ДИРИ d Tl ЕНИ ЕТЕТ 
ШТ» 

ATE РИШ Bn, {ӨЕ A MAH УР d ЗЕ А ИД 
随机 过 程 ,其 均值 为 零 , 输入 随机 信号 为 Si) = Pcos(2zf,t 
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+@)# Р= Ж, o (0, 27) 内 均 鱼 分布 的 随机 变量 ， 
上 且 台 和 ntt} 是 相互 统计 独立 的 ， 于 是 
Ragna (tT) - a?R, (ry = a*E(Qn*(tOn? (ett 
=а?а{ r2a'Ri() (46) 
S, а [^ S, ES, dE f^) taatad 
(47) 
比较 (46), (47) 两 式 和 例 一 中 (23) ‚ 04) 两 式 可 知 ， 
Raxa(O , 、Suxatt 代 表 信 和 号 为 零 时 的 输出 相关 函数 和 功率 
EEE, 
AREATA К.х, COR Rix G, ARAA 
AH K 8 30 
R, {тә = В, (ty t) 
= P?Ecos(2zf,t, + фусоз (олі + ф)} 


=P у. совалі, (t, — 1,)] 


Р? 1°" 
十 一 эт соѕГ2лї, (t, +t,) +2Ф]4ф 
D 


2 2 
Р? 
所 以 S, 人们 = 本 [SG 一 各) €8d £10] (49) 
А GD xn n 
KR... (Т) = 2a PR, {Tr}cosonfor +а?їр?о2 (50) 
& Sisa (E) aP S tf- 1) +S, (d +1) } 
+ аро? S (Í) (51) 


最 后 得 E(SUtOSCO; 
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= P!E(cost*(2zl,t, + p)eos*(gxt,t, + ф) } 


P* P: 
= + g MO. — t; 


PA P+ 
= + g 94 mi 


az a* P: 








故 Rx (т) = 1 + g Cos4ator (52) 
азр» a^p* 
= f _— L. t- of 
S, (D 4 80) + 16 Cac- 25) 
2*6 +2)] (53) 


Zt (46) — (53) 或 得 
Р? * : 
R,Q) =а*{® eet) + 2А* Ri (т) 
+2a2P:R, (т) cos2zi,+ 


ašPBa 
8 


+ cos4zi,z (54) 


5,0 - (E eet) oc 


ez p S. (f^) 8, (1 — f^ ) dt" 
+a P'S d —fj +S, (I -Íj] 


ар 
16 


(54), (55) "А — ИК ORE, BD 


+ Co(f 2) + 8 259 (55) 





E.) =a| о: | (562 
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Ei) = R, (05 -a(S eoi) 
+ дасі + ЗА Pogi + аїр 
所 以 Dr, = E(nt) - EE Gr.) T 
= za (7. + Phot +04) (57) 
若 假 定 输入 噪声 n (ty B9 39 58 5 0 


Af AÍ 
sofa (no Meine 


2 
0 (其 他 频率 范围 ) (58) 
其 中 A 为 带宽 ， f, 为 中 心 频率 ， лб, РЕЖЕ 
S I 2. 2 5 ТИДЕ EF 28. 


S, dy =S, 0 +S, (D 


= вао +8@+)1 


‚ _ Al АЁ 
+ 人 (^ «It ets 5) 


о Gifs (59) 
yd 
Saxa (D = 4а®А?%(Д1Ї)?в (D 
4a A cAE- | 人 (0< If] «AD 
2a'A'! (Af ~ | |f] — 21,|) 
| Gi- AE jeft AD — €60) 
0 (其 他 频率 ) 


Saxa C) 为 仅 有 了 品 声 存在 时 ， 在 平方 律 器 件 输出 端 得 到 的 功 
KERE, KARREN С) 的 结果 。 
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A ODARA 5... O ФК А <А ИЩ, DEI ER 
数 ， 一 个 位 于 {f= 0, Kdb—qA4NHBTÍSIi2£5, рї рн 
a atp ар“ ар 
的 面积 分别 为 4^7 16 ' 16 * 
Мир 
5, хп с) = 2a2P:A (AF58 (Í 


| zapa (o< 61-21.) 


1 
I 


+i ama ( 2- Аан + А”) (61) 
0 《 共 他 频率 ) 

现 夯 出 各 分 量 及 пуу ЕН HE, ME 6-6. 

把 nct) 送 往 理 想 低 通 泪 波 器 ， 网 其 输出 “上 《tb) WJ py 
Ж COR 


2 
Sd) as 2AAf) 6d) 








QíISPA. (o«10 4) 


o (其 他 频率 ) 
2AT(AfÍ- |f f| «Af 

(F^ At- fly © Cox lf] «AD (взу 
0 (其 他 频率 》 


《62)? 涉 中 第 二 项 是 虫 于 信号 和 噪声 相互 作用 而 引起 的 ， 第 三 
项 是 由 于 昌 声 和 上 噪声 自身 作用 而 引起 的 ， 这 两 项 沟 系 输出 的 
噪声 分 量 。 现 比较 这 两 项 的 大小 ， 即 比较 这 两 部 分 功率 诺 密 
ЖЖ ТАН, BR ot (C...) о? 06.) ДШ 
otura) _ ЗазРЗАЛЕ _ 
Соң) AAAI ÇAT) 
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= зир "p aae P 




















f U } Si (f) fa 
а | mgg D+ 22р" 
e» | ams і 面积- 六 
НИ > А 
-2ѓ. -fa 0 f... 2}, 
ENTE 
| = 面积 = зарир . 
| ~ -2 -fy . 0 fs gf. Т, 
А... Jen . 
"| жї - oh d Cay 
Г 
* 
LN * IAAF f 
h p, at 9 4f d. 2f. 
Hti ` E 241—4 
| Jow 
= [тн 
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"RN "PAXAY -x(&), (63) 
Kt te (HOS SR (EAR HERO PF. Eq. cp Hl RO ZR tt; 
Rf. {= дшн н E НИИ S # НАТ БЕА, 
ТОШЕ Pi ЯПМА уН Ж Ep E F3 8 овун Ug ИТ ЕШ, ЖЕ Л, 
= ҖЕ fs S gré jr e ass 
А ЕЕН ЕТЕ RES B. SE ЫН. BH BQ Sh p K UE 
J, ЖИЕ ESL YR АО firn. HU 
s(t) = Pet)cosQ271l,t + p) (64) 
Jod], 2z)WEJSJ2F АЕА, P(t) 是 实 平 稳 随 
М, EPO, oe WB PS EJ ETRE З 的 。 噪声 
1{t) 是 窑 带 平稳 实 高 斯 随机 过 程 ， 因 而 它 的 均 入 为 零 , &£ 2 
中 G40)、(41)、(42) 式 均 可 利用 。 R. COE Saxa (1) 这 一 
项 和 鲍 二 中 完全 相同 。 
R,G) =Е{Р(ЪУР(%,)} 
• Etcos(2zí,t, + q)cos(22t,t, + YY 


=Å R, (т) соз (2ле) (65) 
其 中 R。(7) 代 表 调 制 信 号 PORSAS TÆ 
S,(f} = [ 28, (T)cos(2zfÍ,r)e7!**' r q+ 


-工人 R, G) [e 12510-07 
e! ХЕТ ат 
= LS, -to) eS, 23 (66) 


其 中 S$, 人 全 代 表 调 制 信号 P(t) 的 功率 谱 密 度 。 根 据 (41) 式 有 
* 514. 


R... (ry = 2a?/R, GO К. (D2cos(271,7) 
*a^R,(0)01 (57) 
Est B5 x ЖЕТИН HE 为 
Saxa (D за R, (0) R, Gycos (2zt,r) 
кеттт +a R, Qoo 280) 


saf [f S, (i^ yet: st df? |=. 
a re^! LEES APRES + e^! tait 十 上 о Jdr 
+a'R, (06160) 
saf S (f^)[S, (E - t, £^) 
€ S, (E +f- £^) dt? 
+æ R, (oia) (68) 
HESE АРАН РЕДА EF Jr 08 РЕНО Su Br 49. ВА НОЯН ЖН 
数 为 
R,,, (7) = аЕ{РК(Ф)РЧ1,)} 
* E (cost (2z"Ë,t, + ф)соз? (arit, + Pp)} 


= тав (r) + тав (тусоз4лі,т (69) 


AP Rew [UE ЕР) РСЕ, Hü jm W trae p y nA 
英国 数 。 与 及 ,x* (7) 相 应 的 功率 谱 密 度 为 
S... (Í) = Та, dr ia 
. [S,: (1—2) 45,5 (f + 21,) J Co 
AP S, (和 代表 调制 过 程 平方 后 的 功率 谱 密 度 。 


比较 例 二 、 例 三 中 的 (51) 式 和 (69 式 、(53) 式 和 (70) 式 
发 现 ， 在 sxn 分 量 中 ， 在 未 调制 情 襄 下 包括 S d-i) și 
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S dtto Bm, EREET ER Sal- id, 9,0 Mo 
RAS, (410. S, (D 的 卷 积 ， 在 sxs 分 量 中 ， 在 未 调制 
情况 下 包括 三 个 冲 激 范 数 ， 而 在 调制 情况 下 包括 5S。: OD. 
Sa: G- 2f). 5,2 (Е 210 三 个 分 量 。 也 就 是 说 ， 在 调制 全 
锅 下 相当 于 把 未 调制 情 痢 下 的 各 个 分 量 在 现 率 谱 密 度 上 加 以 
ЕА 

тз ЖР Ж X: CS RO ТЕШ РВВ Bt ААЙ 
НАН. ERA а ЖЕШ ЖЕЕ Re ЈА 
输出 的 信和 杂 比 。 

在 检 波 器 后 反 路 信 和 号 的 输出 功率 为 











S= La, (0) = 1-а*ЕГР*] (Т1) 
JE 5 Ж H (69) SE A 21, 附近 的 分 量 后 使 *=0 即 可 得 到 。 
inr xc f8 UE dE db А 3 de 5 RARA 
S, = R,(0) = iR. (0) = PECO» (72) 
因此 
5, _ RIP _„, 
sr -RL ^t 
或 S, = a!k,51 (73) 
_ ЕРГЕ] 4 
K。= TE (74) 





HORTA kt mE SUA С, ， 面 如 果 把 输 
入 调制 信号 从 了 Ct》 增加 到 aP(t)， 其 P(t) 的 分 布 不 变 ， 
к, 为 常数 。 (73) 式 指出 了 平方 律 检 波 的 输出 功率 正比 于 
输入 功率 的 平方 。 

和 由 (68)、(61).(60) 式 可 策 ， 在 非 线性 右 件 后 咯 声 功率 的 
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一 半 集 中 在 低频 范围 ,一 半 集 中 在 2f, 附近 。 因 此 ,根据 (46) 
式 和 (67? 式 ， 咯 去 其 直流 分 量 并 取 其 1/2 即 可 得 到 在 平方 律 
检 波 器 输出 端的 噪声 功率 为 


N, = Lezar: (0) + 2a:R, C0)R, (0)] 


—A*'[ci-oiE(P2)] (75) 
因为 S,= TEP» 《输入 端 信 号 功率 ) 
N, =0} 《输入 端 噪声 功率 》 

Ж N,=aNi (1 +295) (76) 


ЯТА ВАЛА {у ТЕ 2A {ГЕККЕ Ж Ж — Se BJ СЕ 
SECOS GRO o 
由 (73)、(?8) 式 求 得 输出 端的 信 杂 比 为 
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(Se) 一 = x) 
N, 











aill + Ë r+ (N) qn 

当 输 入 信 杂 比 大 大 于 工时 ， 输 岂 端 的 信 杂 出 为 
ROG ә 

当 输 入 信 杂 比 小 小 于 1 hj WH fE 28 Ibo 
X k, ( N y (9) 


由 (78) 、(79) 式 可 知 ， 当 输入 售 杂 比 大 时 ， 输 出 信和 杂 比 正比 

于 输入 信和 杂 堵 ， 而 当 输 入 信和 杂 比 小 时 ， 输 出 信和 杂 比 正比 于 输 

入 信和 杂 比 的 平方 。 这 一 结果 说 明 ， 检 波 器 其 有 抑制 小 信号 的 
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效应 不仅 平方 律 恰 波 ， 其 他 检 波 器 也 有 此 性 能 》。 
Bigg CETERI ЕЗЕТ 
图 6-7 Н T 2E OE ZR IER COR PIOS ЙЕ НҢ 


El 6-7 
ER DOE JE ER VERSEUB, H doi АНИ АИР. 
y=bx (х=й) 
{ (80) 
y=0 (х<0) 


b 为 比 鲍 常数 ， 工 为 理想 低 遵 滤波 器 。 


图 6-8 


设 输入 过 程 Ett) 是 平稳 随机 过 程 ， 工 的 输出 为 1(t) ， 
їн с), ЖЕЛЕ RUE ROS ЖОП 
. . ‚0 (y: < 0? 
Pin <у.} =! 
` Fi 
\ pfi eX (y, 20) 
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1 9 (у‹<0) 
即 P(n <y.y= | "n 


Vt <O + | Ме, (хах, ox 
.. | (81) 
对 (81) 式 求 导 ， 得 
f, Gy.) =P(E,<08 (у) 
ti (s= Jugo en 
Осу Ж ШЕРА, 8 (y OS Š А. 
па) n Е) Sens 
Ean =b" он, Codz, (83) 
如 果 要 进一步 计算 E (02), ШЖ IM £ (t) 的 概率 密度 。 
WÈ E со 的 概率 密度 是 个 函数 ， 则 
E (t7) = btn xi, ocodx, 





EVA xin, ood (84) 
bp" a 
即 ЕО") = 2. ЕЕ") 





Hii E (t) 的 概率 密度 为 偶 函 数 时 ， 输 出 过 程 的 2m ТЈ 
用 输入 过 程 的 2m HERR. 
输出 过 程 ?tt 的 相关 函数 为 
R, (t,,t,) = PP Tx 
Zn (x, х, ,)0х, dx,, (855 
如 果 输 入 为 窑 带 平稳 实 高 斯 过 程 ， 其 均 人 为 堆 ， 那 么 可 
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x 
í ta 


得 以 下 的 结果 ， 
= і -Xi 
fe, (Xe) = sp Í iy] (863 


从 82) 式 可 得 半 波 线性 器 件 的 输出 过 程 9 CO. 的 概率 密度 





& 
2i Оу.) ЙІ 
foo $500 (EE -exp[- i 5 (87) 


图 6-9 画册 了 归 一 化 后 Et 、? ty 的 一 维 概率 密度 。 





图 29 


BUP f. CORREN Ж 
Бен”) = bopl ° 3 + S em - 3 (88) 
по ПР ЭН 


m _ prati Ll mei (- L -)а 
Ет? +1) ev. exp jo; X, 
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уруг e-e) 

JT Блер!" зр! (m= 0,1,2,9) (89) 
所 以 En, -bo C90) 
i n (t) BJ Jy 3528 


Dg, = EG) -CE OT 


= Лье 2 lprto ls (1- 
Lotat - bba! Бо (1 1) 





= 0. 34084505 Б? (912 
AUR (85) PUR "CO АЗЕ, 
R,Q) =R, (tista) = bene 
ото -P() 8 49 


{ ке +хгр,—20(т)х‹ 
* eXp + 一 


ly, d 
НЕР у ) Yi, 


E(x, x, ) 
其 中 B) = 一 一 一 一 一 一 





о?! 
LIN 
设 = QeiDb-6:0])3 
X, 
y= E uc 
Go1Ll - (CO J) 5 
WJ F os 
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a —Àá——À 
MEG 


RD = 2911 очту] [чу 
*expi- Га? +v? -= 20(r)uv]dudv (82) 
为 了 求 (92) 式 的 值 ， 先 研究 积分 . 


I= INIT — (п -v*—-2wnv))dudv (|м |1) 


(93) 
a = FF uvexpi- (u* + v? — 2wuv))dudv. 
Bp F uv exp {~ (0? + v* - 2wuv))dudv = + Ат. 
(94) 


^ RODA, S 


reos +8) 
u= 2 


sina 
a 
Im) 
sip —— 
把 uv 平面 转 到 r+ 6 平面 。 其 中 сове =, | |, MW 
0 Фая, ERRET E у 


gu ov | соз{ 7. +) cos (Z -8) 











дт gr 
sing sina 
= = r/sina 
ĝu =G + 8) rsin(^ - 8) 
99 
sina sing 
Tü п + V — оцу 


. 522 • 


ricos = + 8) + r: сов? (5 - 8) 
” 7 sing O 
21! cos a cos ($ + cos G: - ) 


sinis 


КОЛ 


Asl re`" "drd 
s1na a] s= 
s 
= in^! 
— + ып w 
-ra .2 aə — 
Zine — ^ 2y j-w? 


这 是 因为 созт =, cac > -sin w, 


(Ea sinw) 
dl _ vi-wi M Wi * sin WISI -WA 
dw 2(1-w*) 


= 二 . 1 w Ld inet І 
opu иу (5 + sinw) 
故 n чу ехр{ ~ (п + vš — 2wuv))dudv 


201 1 
= рт t My Tape + sin" 'w) (95) 


R.G) = 1001 į- от) E 
= 2 š 





«ecl siae |} (98) 
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Жолоо ХЕШ КЕЗЕ] R, COM ЕЛЕ. (BRE (96) 


式 到 人 情 长 变换 是 十 分 困难 前 。 为 了 便于 处 理 先 对 (96) 式 用 台 
劳 级 数 展开 ， 


21 | 1 p*cr) 
R, -2—b'o: 1— —о?{т) 一 
(т) ei e ) n 





3 л 
3 рет) осо [2 6o 





79. 
1 s 13 losery +. 
+5 * езт) eX Qe 0 + |} 
由 于 [eco] i, ЖЖЖ ДОЙ Ж] Ез {БИ 


R) = boji e eco + de 


p -上 
+20 GEF рег) +: =} (97) 


HF moll Ж PORKE 于 四 次 第 的 各 项 与 
前 三 项 相 比 均 可 忽略 不 计 ， 这 时 可 得 К, (ту Д КУ 


so lear 
R, (r) = 001 + ToS б) 





+ т) (98) 
x R,(G)soipG) 
根据 (90) 式 可 知 
be 
En. тр 
M3 ‹98)5 HI 701) BJ r3 D PE fU 
[D5.] x R.(0) - Ет, 
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r REG) 





= гь, (0) + 


= 16% (1 л) cosmos (99) 


I$ ДТ Dn ЕРИ ЯП (91) S349 d] Ол, 38 
ЖЇН ALPE E RUHX]S32293.394, БИ ИП К, MHR ДЕ 
开 取 其 前 三 项 作为 近似， 所 产生 的 误差 不 会 超过 3,3%6。 

对 (98) 式 取 傅 红 变 换 得 

5,0) =” 02900 +5 s.c 


к заваа (100) 
式 中 Se 人 代表 输入 随机 过 程 的 功率 谱 密 诬 。 
如 果 输 入 随机 过 程 的 功率 说 密 度 S, CO FUR FU Ж ü, 
Ai A Í 
A fy [t| «fa = 
S, dy = í ( 2 2 ) 


0 “其 他 频率 范围 ) 
bu ai -2A(AD 


: 
则 S,CD = PAcADaq 


РА (6-21 <f+ M 


+Í 4 
0 (其 他 频率 范围 ) 
pa aa- CO dfi < Af) (101) 








ti РАС, 1 үң -~ - „+ AÍ 
эд, Arp LL = 26 D (2f Af< #1<2% + AD 


0 (hb 3 ЕДЕ) 
| l ¿ 825 。 








图 6-10 


EGRE ОЕ ДЕ ЕШШ, fedt Dr а 18 
随机 过 程 5(t)，z(t)? 是 半 波 线性 检 波 器 的 输出 ， 于 是 5(t) 的 
ту ue E BER 


S, (D = P ACAD CD 
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, E- Hu («iH «aD. 


0 {其 他 频率 范围 》 
图 6-10 给 出 了 输入 和 各 输出 过 程 Et)、 доора 
йш» 05 

РАЗ: БЕЧЕЛ IUS DE Н ЗЕН 
检 流 器 所 得 的 两 种 结果 ， 发 现 其 输出 过 程 的 功率 谱 密度 有 相 
似 之 处 。 但 是 对 半 波 线性 检 波 器 的 分 析 比 较 复 杂 ， 进 一 步 研 
究 信 号 和 噪声 之 和 通过 半 波 线性 检 波 器 就 更 加 复杂 ， 因 此 ， 
当 定 性 地 了 解 信 号 和 噪声 之 和 通过 检 洲 器 的 输出 时 ， 为 了 入 
化 ， 就 认为 检 波 器 是 平方 律 的 。 实 际 上 检 波 器 是 非 线 性 的 ， 
刻 更 一 般 的 分 析 信 和 号 噪声 之 和 经 过 非 线 性 检 波 器 那 就 更 复杂 
了 ， 可 用 变换 的 方法 来 解决 这 类 问题 。@ 


02) 


58 хни" 


在 信号 检测 和 控制 中 经 常会 提出 这 类 问题 ， 一 个 随机 起 
袋 的 电压 (t) 在 单位 时 间 内 有 多 少 次 越过 门 IR E хо, р CO 
EARRAS Rh TE x-x 相交。 在 工程 设 
计 中 也 会 遇 到 相 类 似 的 问题 ， 例 如 ,由 于 各 种 复杂 的 因素 , 飞 
机 在 飞行 时 机 器 茶点 的 应 力 是 随机 的 ， 即 应 力 $t) 是 一 随机 
ipfe, PE 如 表示 所 用 材料 的 姜 劳 应 力 ， 则 需要 研究 在 单 
位 时 间 内 应 力 有 多 少 次 越过 疲劳 应 力 xs。 以 上 这 些 均 可 归纳 
为 同一 类 问题 ， 设 有 随机 过 程 £CO, AWI = RER 
位 时 间 内 £( 臣 由 下 而 上 地 与 x=xo 相 交 的 次 数 。 记 单位 时 间 


(D 8 Davenport and Root 车 *An Introduction to thè Theory 
oí Random Signals and Noise», 
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内 s(t 由 下 而 上 地 与 x = хо К М(х) H РЕС WJ 
БЛ, Мехо BL], xp FIS I N Goa) ЛЕ — 7T RR 
М B. 0156 NO ORAL BERUEREJE4HEXERZSBEPSOIRIES, dn 
Ext, MRAPA., KTA М(х„) 分 布 的 研究 至 今 
还 有 许 过 工作 有 待 进行 ， 比 较 复 杂 , 本 书 仅 限 二 讨论 如 何 
求 N(xo) 的 均值 。 

设 有 实 随机 过 程 itt)， 它 是 均 方 可 导 的 严 平稳 的 。 在 时 
il EXC PREDA t t +7 设 5(t) 在 此 二 个 时 刻 所 取 值 的 二 
维 联合 概率 密度 为 fi (ух), JU XE RE FREIE CE ев 0 8 50) 
P UT yh E x = хо ЗЕР £ CO RP S -- 
次 越过 хо= xo 的 概率 为 | 

P. (x) = PECE «ну, (Е ът) x, 





-| 人 f. (x x, х, dx C12 


WATERED MWO ) 式 代表 Ct 由 下 而 上 地 与 x = хий 
交 一 次 的 概率 ， 因 为 在 无 限 小 的 时 间 间 玉 内 出 现 儿 次 相交 的 
概率 汐 高 阶 无 穷 小 。 因 此 在 无 限 小 的 时 间 间 隔 T 内 (5 不 越 
过 x=xo 的 概率 为 1 P: Xoo 

Blog BA Gu PRI PIECE f dd хех, Й SP Mg rS 
EUN GG), ИЛЕТ [Б Р EO) 越过 工 = x, 的 平均 次 数 为 
Е{М(х„)}+т„ т F ЭЁ ИЛАН 

Е{М(л»)}т = 1. P .,(x,) +0 *[1- P, x92] 
= P, Xx.) 


故 EING) -limi Р, (ка) = ОРС) (2) 
为 了 获得 ЕОМ, EROON SE Bl 
Ad oW 
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(3) 














R] 6-11 
于 是 变换 的 雅 可 比 为 
T 
1 -二 
OOXX _ 2 21 
ó(x',v') | т 
2 
ерту “т 
Fid P, (x,) -| j т т 
' күлүү” 
“tef x -v Š, x +v T)dx av; С 4) 
, E X, -xX E ” = ағ 
RECA v = т : 当 T 一 0 时 x ->X,V >V. V= qt 


表 在 t 时 刻 &(t) 的 导数 。 于 是 当 ror 
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(xen ev Dy tnl к, УЙНЫ wok HEN 
lim ті, КЗЫ (5) 
EOR (DORRA 205848 


Е{М(х„)} = [з (х,у йу (8) 


B жетж ЕЦ, Mp WDR. TRX ET 过程， 
求 EtNCxo)}。 

ME 0) 在 t、t+7 两 时 刻 所 取信 (ty、&(t+t) 的 二 
维 联合 概率 密度 为 


ix,x.)- 1 


270 4/ 1- (1) 


. _ X*+ xi – 20(т)хх, 

ехр{ 2a:[1— 8*(1)] } 

SUP PNA ЕС) EC + DRRR ЖШ, В R, (т) = oteo), 
T z .T 


it хожу, х, 二 其 +Y з, nu 


etx TY x +v) 


= — НА 
2704/7 1 - e*(1) 


/ (= -viy a(x aviy 


2oi[1- e*)] 


2ec( KK Vv зү X + v 7) 


Y 
* 2eiL1- 0! G0] / 


. exp, 
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т 
= Barai i-e) 
[^u - 001 
a К НЕНА х 一 + 
ехр{- 2eiti-P 112 


en (Zyuseei 


T 
argi i1—p*(r) 





(- x' - Y. } 
“expl ofll+0()]  дорАгу-р(т)] 
т* 


эщ т>, RO) Gi, 6-1, 
ctp(r)= R,(z) =о!+ RO + 


因 对 于 均 方 可 导 、 平 稳 实 过 程 来 说 民 : (0 = O, 





一 >` 1, 
UN - + REO = >; с} 
ERP oH 鼓 
lim a (s x —-v/—,X ev) 
= е (- (бу бп) 
zf,(x,v 
上 式 代 入 (6 ) 式 得 


+ 591 ° 


E(NG) s 


27g.o; 














E Xi v? -fi Li 
ехр{ ci + zr) 270, E 
ШЖ x, 20, 则 
H R =f Scf)e'7t di 
# g! = R(0) =[ 501) 


-R'G -上 (2я1):5 05е! rdr 


所 以 ot =R; = - R;(0) 21 (221):S (1 di 


# E(N) = J dec 30а 


S(fydí 


fg 03353 PERU EY, 
如 果 接 收 析 中 放 是 一 理想 中 放 ,to 为 中 放 中 心 频率 ,At 为 


HPR PRERA L-A <I <t + -全 内 增益 为 党 


数 ， 中 放 输 入 为 正 态 分 布 的 白 噪声 ， 此 时 
[scat =-24| ， df 2AAi 


t 


+ 


at 
Ë f2S (fydi i s pdt 


-zaafa 80%] 
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故 E(N(GO)) NI ° 12 


~i (2 ^ )]** 


即 理想 中 放 输 出 谨 声 平均 每 秒 超过 鹤 电 平 的 次 数 近似 为 fo。 


$9 EREZTE 


(一 ) 设 有 零 均 值 实 随机 过 程 上 t)， 它 是 正 态 过 程 ， 若 
义 是 马尔 可 夫 过 程 ， 则 
C(t, Ё) = Cov {ECt,Y ,ECED) 


Est) Citt) 
с sta) 


其 中 t,<t,<t,, 
证 C(t.,t)=covl2(ti)E(t.)) 
= F(5(t,y2(t.); 


= || x x (x i,x;,xs)dxidx,dx, 
=f af Г Xxaf(x,,X,,x4,)d x,dx,dx, 
= 人 xÍ r xs E Cx, /x,)f CX/ XI) 
* (x, )dx,dx,dx, 
-f xt) TENETIN Xa 
[(x;,/x,)dx.dx,dx, 
4r nief [(x5/x1) 
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" E(£(t)/ECG) = x,ydx,dx, 
AA БУЗ ЖАЙЫ, £030. FCt,05 86 ЖЕ BES IE Ж 
ЖЭН, W EGOR 8 PESES fet g 
E(FSCt,)/£ Cta) = x, = Кы ы ы x; 


= СС, , t.) x 
Clt tp ^ 


ж Са [ixteo[ toux 


. C(t,,t.) . 
"алу ada dx 


= CEE (7 аса кадах, 


C(t,,t v [= 
"Cae аис адаа, 


-Clt ta) Сез, to) 
Cts, Es) 





dE СС, t) = 下 ts) COS) 是 _ 实 正 态 过 程 
C(t,,t,) 


XL Uu Ep BU EBE AREE (ЗЕЛ ЕЕ ЖШН). m H tusa gt 
ЖЕРБИ, ЕЖА ТЕЙ, 
(=> 设 1(ny,n=0, 土 1j, 土 2,…} 为 正 态 分 布 、 平 稳 

实 随机 序列 , H CCO 2:0, Ш Сп) z a^C(0)5, nZ:0, jaj «1 
25 £O) Чи A SURE А, 

证 《1》 必 要 性 的 证 明 

训 果 En) 为 马尔 可 去 过程， 根据 正 态 马尔 可 夫 过 程 的 性 
BU 
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СС, 6) = (t <t,<t) 


申 于 &(n) 为 平稳 序列 ， 故 
ct = Ct CCS cta 
W t=t,-t,, s-i.-t, Bu . 


Crt+s) = ече 


Cin- 1» CCD 
C - 
hd (n) — € 





Cin) _С(п-1› COD -EC D [ба * 
CCo) Со) Соо) со) LC(0) 


B. [902 y 


- > 
< (nz1) 





= EQ" РІСІ) ! COD, ја «1 


Cn) -a"C(0) (nzQ) 








(2) 充分 性 的 证 明 

MRE =a", non oen, M 
Cn) = п 一 nia "us 
CQ 575 'а 


Cua _ Cap CO) 
C(0) Gd) COD 





C 
Bl C.C сы). 
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ШЕ ТТ ЖЧ ЖЕЙ ЖЕ КЕ 

(E) ВЕСУ ATER, FH., KES Ah BEL 
HA, COAR HA p e. M Caset , C(0), T0, 
a<0 蚌 该 过 程 具有 马尔 可 夫人 性 的 充分 必要 条 忻 。 

证 (1) 必要 性 的 证 明 

因 给 定 #Kt? 是 一 均 方 连续 、 平 稳 、 实 正 态 过 程 ， 它 的 协 
方差 函数 是 连续 函数 ， 如 果 它 又 是 马尔 可 夫 过 程 册 








_ Cir) CC) 
Съ) = D 
或 С(т+5) _ COG) _ CO) 
Con» Соо) С(0) 
N : Cir) -f 
e TO ` 


Ш] f(r+s) =f(r)tts) 
满足 上 述 条 性 的 连续 浮 数 为 指数 函数 ， 即 


f(r)-a' =в*' 








А Сбт) se «CQ 
因为 ICGo| «Cco» 
34 т2>08ј а<0, 
(2) 充分 性 的 证 明 
з C(r) = Ciper: 
Ctr + s) Lo mstr+sY—_ na asa 
huj CQ) ze =е*'е 
„Сб? . Cis) 
С‹0) C(0) 
_ _CG) Cis) 
Ер CG) = 6C) 
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ЙТЫ ОА БВ, Ди] ЖЫМ. 


810 # M 过程” 


С>) ж p 11 ЖАНИ T BOSPRIUELRURU ИИ, 
游 动 出 发 ， 取 极限 可 以 获得 维 纳 过 程 。 
设 质点 等 陋 一 时 间 工 在 一 直线 上 作 一 次 中 机 淹 动 针 ， 


ETRE +а,-а, B Р(1= +a) =, РНе -а}е 1, 
j=1,2,3, 211 пуй, 质点 位 于 7?。 = yzi, 则 


2 + 
Ел„=0, En =E, t-nT, BAEN 





Wet) = limna CE = 0) 
Ta T 
By УСЕ) ЈЕЛА ВАРО, ЕУ СТ) 80, ECW*(t)) 
= ЮМ (Ё) = Bt, ВЮ fon = 


称 为 维 纳 过 程 ， 也 叫 布 朗 运 动 。 
维 纳 过 程 也 是 一 独立 增 量 过 程 。 育 ta>to t.=nT,, 





1 xi 
eir. Wit 
ЗЛ УЙ e #0) 


n na 
t,-n,T, n,n,, Wha = > Ejs Pn, = > Ei, Parm "n: 
t= 1 = 


= Ў ну лм, Зот. тоа НЭ ИЮ, Воот 


REWA DAWS- Wot pt АНЕ НВУ, 而 
üm $ венн (5-б) 
1-1 1-1 


LLL 
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= W(t,) - Witi) 
E(W(t,) - Wit) = 0 
D(W(t,y- Witob-f(t,—t (tt) 
苦于 [W(ts) - WA yB BE F y 5m, à 


1 
yr we eo (X) a BO, 4 


х? 
exp {- рус) 
3rt,>t,-, >t, tt MWMW- W(t}, 
W(t,.,)- Wet, 0, = WCÓ)- Weto, Wep Ji dH 
互 统计 独立 的 ， 且 均 为 正 森 盆 布 的 随机 这 量 。 因 此 Wt), 
МЫ СЪ) Witto) 的 联合 分 布 也 是 正 态 的 ， 故 维 纳 过 程 是 正 
态 过 程 。 
(Z) X ”随机 过 程 WGO), t220 是 一 独立 增 景 过 
FR, W,C0)20, Xi ttiot, WC) МСЕ ЛЕ Ар 
布 的 随 宙 变量 ， 其 概率 密度 为 


1 
Tunia-wec С) = Уолу ї, 一 t, 


* exp {- — J t- ox tij 
Wi gg Wwt) 为 规范 化 维 纳 过 程 。 
由 此 EWoct)} =0 


ОМУ СЕ МУ СЕ) 
= Е ГУУ СВ) – МСЕ О + М СЕ I Wt) 
= ЕГА (tJ =t, (tt) 
m, 14 tth} 
E(W(t,)W.(t,y> = t; 
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即 EW (t,)W,(t,)) = Rw Ct; t) = min(t;,1,) 

(ж) ШЖ Wt) = ut ом, (+) 
E! | ЕМЛЕ) = ut 
HARO PARE EMG 

DWtt) = EW zty = o? DW, 
=0E WO) I} = g?t 

0 为 常数 ， 称 为 过 程 的 强度 。 

W Ct) f] ЕЕ UR HE 2⁄9 

_ š 

EU exp[- а ) 
H РОУ, (і) = t, E(W(t)) Sut, ОМС) = o*t zui [eji 
Em, BUE Wt. WOAH. 

结论 Cio 维 纳 过 程 是 一 独立 增 量 过程 ， 而 且 是 齐 次 的 
HEYR, PDW E EK Rn ЖЧ Fë, 

《2》 增 量 的 分 布 古 正 态 分 布 ， 维 纳 过 程 是 正 态 过 程 。 

(325 HEIDE dE T Ead #8. 

《四 》 出 于 Ко, (6,1,0 EA, Be W (ty2E 29 7j iE 








foo) = 


续 的 随机 过 程 。 Tfi Rw (t,t0 = U Cta- tjip 


1 0,559 


uct,- t) = Ü (>ы) 


A Күчә 





图 6-12 HTC R 
Gaty tB E 6G 


Ы 
图 6-12 дыы 


* 538 * 





m XU ti) 


KERTA, BOE EUR Rw(tiytz) 不 存在 二 阶 偏 导数 ， 
因此 W,(t) 的 均 方 导数 不 存在 。 但 在 形式 上 上 式 可 用 6 函数 
ERZ, H 


gg Көбөн eO o E) 
2 


车 在 形式 上 定义 Wett) 的 均 方 导数 为 W), W 
КӨЛ (t, Wi Ct yyy = Fw tts, tu) 


E 
2 4 


Htt, Wapi Woo 的 相关 画 数 为 零 ， 均 值 也 次 
E, WM WODA МСЕ) КАНО, МН. Н М 
数 为 5 函数 的 过 程 称 为 白 噪声 。 由 于 Wo) 为 正 态 过 程 ， 记 
以 它 的 形式 导数 Wstt) 称 为 正 态 芬 布 的 白 哄 声 。 

CR) WAEREA HRE 5(t}， 它 的 形式 积分 


是 | saDdu，t>0， 现 研究 积分 | Endan gik. 
BE EC) =0, Re) soa, h TRGE RH 


运算 ， [асоба шада, H 
сї) ЕГ суйп} = | Е{&(а)}да=0 
(2) [садаа = 
(3 》 当 0<ti<tz 时 
eif godaf” SCv)av} 
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= IN Ñ EDE dudy} 


' . gš8(u- v)dvdu 


H 
= ae ^ 
[ж] 人 


0, «ct Rd 


rff” Soaa| scv)av} 


= |[''о'вса-+)4диау 
=| av = ost, 
即 E{f £coas [^ £eoav }= arminet, ,ty 
所 以 上 Sn)qu 是 一 维 纳 过 程 。 当 ot= 1 时 ，&(t) 的 积分 为 一 
规范 化 维 纳 过 程 。 故 
СЕСИЯ С COE EGO 


J wicoat = w.co) 


Е 
(—) É (МУС, t20) НИЕ EP, bt) 
Со Wise ШИНЕ, НЛ 
[ico sauce 
则 维 纳 积分 。 
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Өг = [benawi 
存在 。 其 中 。 Utt)= | peapawsm 定 义 为 


S. = УК ОГМЛ (Е, › 一 сї )] 


KHAR, Stiati atie dti, Cti ИТЕК 
ГО, IEAA pk, 

证 EE S.P T ТЕЛЕ. НЕГО, t IAT 5 — Ж 
DARE, MOst, at at, < tn ,<%шд=%, 


m- j 


fE Sa = Y bCDUW OLG) МСЕ Л 


i=% 


E(S,S,) = EZ уль») 


k=? jr 


„н D ~ WOW D НЯ, 


n-i m-t 


= > Yibetob(ti ЕГАР СЕК, 


(ОЛЕ УЙ» Lu) 7 WS DT 
由 于 规范 化 维 纳 过 程 的 均值 为 零 ， 且 基 一 独立 增 景 过 程 ， 在 
上 还 两 重 求 和 的 过 程 中 具有 当 I= Cut DH = cti, 
ti, Ok ZAARRA ESI 
Е{ГУ (Чү) 7 Wito y EW (ti. ,)—- Wei 
A781, MIL. PEN 
ЕГУ attika МУСЕ ОСМ ОСЕ У 
-Witi = 0 
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1 . ta 
1 1 | 
ШАГЫ б" Fa з 
Ha --- -=-= — ÑIN . + 
por [1 ll. f. Ë 
I. . П 
E ZEE 
二 + 
эһ Фур Br fn, fna "nod 
A 6-13 


ER 6-13, fh o-tict[cti«. cti, tist R 
OSEKE KE р < 二 =t 组 合 在 一 起 ， 得 到 一 组 新 
的 分 点 方法 

Dstt ctt СЕ =t 
于 是 EW Ek) М СОМУ (ti...) Waiti] 
= БЧГ С 12 ~ МСЕ 012) 
mi i, 


r-1 


$k EtS,S,) = à bety -DPCtDCt =t) 
当 neo, m-eco, max (tiu) —0,max(t;, t1,,)--08] 
limE(S,S,! = ['ъси)аа 
ШЖ. EXRAESS EU ТЕЕ, dE Loévegrot s Dij, Э. 7j t 
Ж, Bp 
Uct) = ['ъси)аў/, са) =l,i,m 5, 
FE, H 
E4U(t)) - оса)а Са) }=0 
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Rott = {| biaydW, (т) 


тї пе ар 


. |” b(v) абу} = f. b*(u)du 
Wb REAR 
Utt) = f sinondW,() (t20) 


BUTS. 2380638, 以 及 增 是 Ut) - UCCOBS T (E0077 25. 
W ЖИРЕ 501) = sinet, 
CETT = | sintoudu 


是 存在 的 ， 油 足 维 纳 积 分 存在 的 条 件 
E(U(t)) = 0 


тї ер tz . 
Rutti, t,» = | sin?cudu 
n 


mi псе, tay 
Í (2. - соз 20u )du 


n 


- у min(t,,t.) - ——sin(2o[min(t,,tə1) 


(250, 0,270) 
W. t,>t,, AUSU(Q -U(GO, РЕЧЕ Е E xS it 
程 。、Utt) 是 正厅 分 布 的 ，AU 仍 是 正 态 分 布 的 ， 故 
Е{АП =0 
ой» = EUG) ~ ОС) YY 
= Ryultty .ts) — 2R Ct ,E D + Rutt; t) 


1 1 1 1. 
t= —-sin2o0t,— 2 + — t,+ ——sin2et 
dw 205,7 2 2 ` до ' 


"= 
li - `luaingot, = (+ 
二 地 2 ti- de sin2zut, 2* Í ti) 
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一 -H cosolt, 4 t,)sIno (t, — t,) 


二) 维 纳 积分 具有 某 些 与 黎 曼 积分 相似 的 性 后， 
C12 线性 
| taiba cu) + aba Cu) Jd W Cu) 
= a, [саме са) +a,| cod wen) 
其 中 а. az 为 常数 ， ъа), Б.а) ПЕРЕРВ, Н 
J oteoas, f branan 均 存 在 。 


(25 可 加 性 
| br)dW,co) + f? bendw, C) 


-['bcoaw.no е) 
注 ЕНГА НИНЕ A S H 分 局 
重 。 如 当 t 之 9b(t)>>0 时 ,并 不 说 明 积 分 | bawo, 


ПЖ bb = 1, [ао са) = Watt), W,(t) 为 正 态 分 布 随 
机 变量 ， 它 可 为 负 值 。 

(三 》 维 纳 积分 об = | bawe), tx0 的 统计 
特性 。 

UD 与 规范 化 维 纳 过 程 具 有 相似 的 统计 特性 (1› 
0(0)=0, (20 Utt) 是 正 楚 分 布 过 程 ，《3) 它 是 独立 增 
量 过 程 。 

Ut} 的 方差 o5 
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etc = сауда 


U(t)Jy3E оа (t BU Sh lOS 
0000 = 二 | сода zb (m0) 


它 是 一 个 时 间 的 函数 ， 而 维 纳 过 程 方差 的 时 熬 是 -- 个 常数 ， 
因此 称 U COCOS dEZ E IEEE RAS Е. bt UCO BS BE PRI n 


因为 Wi(t) = SEO, муар, RI 





ОФ) = [powawoew = ['bcowi суйп 


如 果 把 正 态 白 噪 声 作 为 线性 系统 的 输入 ， 岂 该 系统 的 输 
出 为 


1€ = | ht awn) = | BEDW oar 


其 中 ht,r) 为 系统 的 冲 激 刚 应 。 上 式 说 有 明了 输出 ?ft? 为 一 
维 编 过 程 【 尖 然 it) 的 存在 要 求 O, тәй руга), m 
Enty}=0 


Ек, 

- E (f ht ,WW a heo wi» av} 

- E F: h(t, u) h(t,, v)E(W:(0)W; (v)? dudv 

- f N h(ti u)h(t,,v)6(u- v)dudv 

- r UU? hubs, u)du 

(四 ) 积分 | _h(t,a)dW(u) 的 讨论 。 各 分 下 限 为 - о 
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时 称 为 广义 维 纳 积分 。 

研究 广义 维 纳 积分 首先 要 推广 规范 化 维 纳 过 程 的 寝 念 。 
原来 的 规范 化 维 纳 过 程 玉 ,以 t) 定 义 在 [0,co) 司 ,而 现在 朗 
定义 在 (~ oo0,c0》 间 。 


设 有 二 个 独立 的 规范 化 维 纳 过 程 {Wct)， t> 
(Wa (ty, tzm0), ЖУ 


Watt) (t>ü0) 
АСЕН 7 


Wa(7t) (t«0) 
并 假定 . f [h (t ,u» [80 < oo 
定义 TO h(t,uydW,(u) 
= lim [ h(Gt,u)dW,(u) (- eo <t о) 


таъ J ro 


5(t) 具 有 下 烈性 质 ; 
ЕЁ (Е) =0 


коо | h(t,,uyh(t,,uydu 


《 一 co«ct,,t 27.00) 
ест 《 一 соТ < ооу 


8 иһ = Ú (—coct«u«coo,d,87»0) 


研究 广 闵 维 纳 积分 的 尝 计 人 性质 。 
СЕС 
Е{Ё(0)) = 0 
R: (titi) -p[ I eet-we er mgn 
м +4 
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BR (ti, t) = ep e^ miti rezu gu 
= 8° esit» 
2a 
当 tB 
K. (tista) sef” e-a0 i tne? dg 


B° 
= gii t> 


2@ 





ae R: tist) = p e-alta= tul 
2a 


¿cy -中 evrt- {МУ (u) 
=8|` e-*-W;(u)du 


Hop WIQGDO ESSE RIS ЕЖЕ ШОШ TE ЖЕЙ 05 $8 是 
正 态 过 程 ， 故 Ett) 汶 正 态 过 程 。 
EDR FRR DRE-SE Nm 过程 ， 它 满足 89 中 


的 条 件 ， 它 是 正太 马尔 可 类 过 程 ， 它 的 参数 是 -和 5。 


$12 伊藤 随机 积分 


(一 ) 问题 的 所 出 
在 工程 科学 技术 中 经 常 遇 到 
/至 ы =f(t,x(t))+ g(t,x(ty)W(t) 
\ 


а C1) 
хе) = X, 
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RAMAH Ир) = NGt) = WO урен 


E, WEC ) 式 中 没有 gO, XOW RD. DU EXE B 
分 方程 即 为 普通 的 常 微分 方程 ， 增 加 了 这 一 项 ， 则 表示 引入 
了 随机 因素 ， 于 是 X(t? 不 再 是 普通 的 确定 性 函数 ， 而 是 随 
机 过 程 了 。 常 微分 方程 在 工程 科学 技术 中 起 着 重要 的 作用 ， 
而 在 精密 的 分 析 中 必须 考虑 随机 固 素 的 存在 ， 西 此 研究 随机 
微分 方程 同样 是 十 分 重要 的 。 
C1) 式 可 改写 为 

dX(t) -f(t,X(ty)dt + g(t,X(t)>ydW(t) 

Xt.) = X, : | 
或 用 积分 的 形式 

X(t)=x, + F fet, X (tdt 


f. gt, XG55d4WGD (3) 


(32 式 右 边 第 一 个 积分 为 均 方 积分 ， 第 二 个 积分 是 田 一 种 
形式 的 积分 ， 称 为 食 芯 随机 积分 。( 2)、《3) 两 式 是 等 价 
的 。( 2 ) 式 是 要 芯 随 机 微分 方程 ，( 3 ) 式 为 仍 贡 积分 方程 。 

《二 》 伊 其 随机 积分 的 定义 
设立 (tt) 为 二 阶 租 过 程 ，W(t) 为 维 纳 过程， 在 [a,b]， 
b>nz0 ES], 35 pact <t, «text, =b, 


Аъ = max(t, —t,-,)> 
IESI 


H Ha = à Xeta JEW GO МСЕ, 1203 
k-1 
Ж А, n. col n. УОК, MRR 称 为 区 tt) 关于 
HAN DREW c f gui By. u: 
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Lima, - | X(tyaw ty 
Aq? E 

E ЕТКС ВАС ВЕ 取 ti， 而 是 选取 
(t, 1 ty) 中 的 任意 一 点 ti， tastit, 1=k=n, 8$ 


Z n-o, A,-0Hj ЯЛ = УХО ГУС) -W(ty.,)] 


并 不 存在 均 方 极限 ， 故 在 定义 仇 若 积分 时 ,规定 和 式 中 
AG tk ACE Dori p PP 

EE BXCAMIDERESUNIEPBIIS ЖН X [EO 
W Si siste. <t, RS ER, CX), XCS), WES) 
- (sy 与 Wito Wet, 由 相互 统计 独立 ， Jt ха) XT 
W COR { ЖЕЛИ tE HUE — e 

证 根据 Lo8ve 准 则 ， 只 要 证 明 下 式 的 极限 存在 即 可 。 


m 


Ein n.) = M 3 EI(X(GI. 1 MEGA.) 


DW (s) - W(s,. OREW O - Wet, ,)]) 
其 中 а= s =s < <s. =b 
а= 1146041, =b 

是 Fa,b] 的 两 个 分 法 。 

Ls xdi Bde XD... lx Ut... .t, HER 
与 正方 形 [a ,bj] xTa,b7TE) р 2AR AE a HV 26. 3 — 
类 是 不 相交 的 ， 第 二 类 是 相交 的 СА 6-14) , 

REER mi, GE WP ff sia. <s, =t, <t, (OX 
t. <t,<s,. 5500, "ДЕНТИН IX(s,.,.), X 08.0, 
[W(s,) Wes, 9] SCW- W(t. ,514H E Ж TF mb 
W. CORR UG, ),WG.,.)-W(t,.,)y5j LW (51) 
-Wís)0MBE-H RD. TE 
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6-14 


E(X(G, .,0X(G&. I WS) ~ W-((s..,)J 
. МУСЕ) Wet. Oh 
= FEIX(si X(t EWG) -W(8,.,)]) 
*EtW(t.)- Wet,.,5) 
= E(X(s -X (ta. DLWS) 
-W(s,.,)j) .0=0 
НТН Ж — 6 RA Eo 
观察 第 二 类 的 各 项 。 此 时 [S31.;;S1J] 和 [tx- ,yty] 在 时 
П ЕЛАС, 5.0, <t -, AB Kta, HU 
E(X(s; .,) XCt, CWE 2 - Wes, .,23 
:[W(tt,) Wet, 2] 
= ECL, -全 (ts )O[W Св, 9) - W (tt. ,) 
*WG,.,2 МСЕ, JL W (t, ) 
-Wisi +W(s,)— МОЕ.) 
= E(QX(G.,) Хі, ,0EW(G) - W(t,.,)] 
СМС) - W(si)]J) + ЕХ 0X CH.) 


„ре WQ. ЛГУ в O Wis, 1) 
t+ EXts, , XX, 0E W (у. 5 - W (8, 2] 
DWG 7 Wasiy] +E (X (s, 2X 10 7 
[WX 3-2 W(s; ,91EW(s; - W(t, pR 
bao. =, pni se, Due PISOS X 
EIX (в...) ЖОЕ, O[W G4) 7 WG; 12] 
[Wiet Wet, 0 
= E(X(s; X(t- OLW(s)) Witi 2]? 
= E(X(s,.,)XCt,. 2) E(QW(S,) 
– М (4...7) 
. * Rs. ist. a00 7 t 0B 
Жєн E(EW(G;) - W(t.,.,) = BG; t,.,0 СХ Е {8 
W (t) [fi 98 HE Sg B= aty, Е, (5,0) JX (t) f) 48 ХО Ж, 
s; - te TEES. si 和 [te st 公共 部 分 的 长 度 。 

ФОТ Н 15 а= 56-45. = b Да = 1. 
<t, = 了 b 合 并 为 一 组 ， 并 以 а= о, 1 = 77 
这 些 分 点 〈 若 si t AWER, Шош, И ток), 
因为 相关 函数 RR,.(s,t) 是 连续 的 ， 于 是 可 得 


m+n-1 
EUN, - x (R,Qu, 1,0, .,2(Q0, —u,-,)Áñ 


j-1 
: 10o(u,—u,.,)) 
ХО УЕ АО Wr AR aE, R iCu,uy ДЕ нүн 
的 ， 25 An 0 1, 


lim F hmat =8|`Е,со,ч)4а 


тек, ШИША | X(t)dW (t) 存 在 。 由 于 均 方 极 根 是 只 
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一 的 ， 故 | Хау куы i. 
当 Wt) 为 规范 化 维 纳 过 程 W (tB, IBN BE o*t= 8 
=1, WJ Е{([х‹)а Wt)) }= [хаса 
m AE | ме созам осе) 
H F W.(ty ТЕ [o SER SERE ERE E XS E BERI EU, 
故 | wett)dWu(t) 存 在 。 取 [ayb] 的 一 组 分 点 
а=+4,<1%1,<1,< b, An = max(t, -%.,) 
4E T PAUSE | 


$5W.t EWG МСЕ, 01 


к=] 


= 一 SO Waiti- DEW (t ,) — W(t,3] 


kat 


"£ 


МЕСЕ) — W (t y) Watti) + СА) 
- Watt Waita) +- +WI(t,-,.) 
— W (t, 1 УМС, У} 


" 


-[LWicto + асмо Wato T 

+ >Ч) -Wi (t,)1t+ 

Ав 1) - Wy »y-iwie») 
> D n-i n n 2 


= LOWi(O) - WiCa)] 
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- 5 УГМС Wolt 07 
i-r 
因此 ['w.co dwe = [W1(b) Маў] 


-jlim г/м) Мо, DF 


Aa бк 


下 面 计算 上 式 右边 的 均 方 极限 。 令 
W,(t.) — Witt.) = АМУ бк 
t, =, = At, 


因 ЕУ САМУ 0 (b-a)] } 
ұ- 1 
- E[ IEUW,- ^t.1] 


= Е ITAW At P +2 22 
kl HE 


-1 
*i 


САМ - At TAWN I ~ At, J} 


= 并 ELAWi — At] + 2 > 
*-! Ие 


ЕАМ i - А, AW: ~ Ati] 


= Fe ll 2 
ELAW:. At.) +. 


* HAWL- At EAW- At} 
= 5 ELAW h - At 


k-1 


= $ ELAW1,-2(AWI (At  (At,0*] 


k=; 
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= 113‹А%)*#— 2(At.) СА) + (At.22) 


kat 


=2у (A)! x25. Улі, 
k= Ki 
-2A,(b—-a)-—0 (A,.—0 
因此 Him у СМС - Wit) T - boa 
Lan Kl 


综合 上 述 的 分 林 ， 得 
(меан, у = Wi œ -Wag 


--уФ-а) 
Max BT RIBUS ЕЕЕ Н ЭЛП ЕЛИ. KER 
分 中 | toat (x) = ito -fi(a)] 


iE GEXOSLDHERRXLPIARMI, CARD T EML 
X( IW (5 - Wet JPX 让 变 量 必须 选取 te ,, 
WORHEERORS ss 内 的 任 一 时 刻 tio MAS WO 


dWott) 的 重子 来 说 明之 。 
TUE BS BLES 2H X 
{соо 


= „ту Wilts) Walth) -W,Gt,_.,)1 
=l, i. L, 


„055 + 


Т, = УМ, DW (t) ~ Wit] 
作 另 一 种 和 式 


Ja = УСМ СУ) — Woo] 


к-| 


现在 的 向 题 是 1.i,m J。 能 否 也 看 作 | W aW с йт Ж 
实 上 
J, -1,7 умов) - Wet 了 
жый 。 Limds- ID в-а 
即 1,、J。 有 两 个 不 同 的 均 方 极限 伪 。 这 个 例子 说 明 在 和 式 


уха огу (tO — W(t - ОХО ЕКВ ЕВИ, 
ЖЕП ЧЭ ЕЛУ Н, АЮ, ТЕЖЕ y Ж 
= tg E BB k НГЕ... 1 sti НАЛЕ Px, tk -ia 


(E) 伊 茧 积分 的 几 个 性 质 
Q ” 设 下 列 伊 黄 积分 存在 


[Геза eo, [Yawo 
则 对 任意 常数 a . 848 
[сохсо + BY (t) JdW ct) 
t b 

-二 KAW ct) + 中 Y(OdW(b 
© 如 有 4<b<c， 则 
Í xeoaw co - [ходам " [Xcxawco 
а а ^ 
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@ & "хото, ат аы 
Y(t = | xww 


ТЕ ЛЕЗЕ R Жр, YGS PE БЕН. 
证 E|(JYct-hy- Үр} 


=E (W xcaw,o] 1 


= [ухас заа 


Bahoo | ERa о, вте нев, 


© wW.IK,G),t€ Т=[а,Ь1у 是 均 方 连续 的 二 阶 此 过 
E, ETA ELRO TE dE 6, X(t, n=1,2, 
3,，… 基 随机 函数 序列 。 如 果 关 于 上 ET 一 致 地 有 


i 1,1, Х.Ф) 2 X(t) 
m Хоу Ву, ХОН ВВА 2 fÉ TE BU Ж 
件 ， 生 对 于 一 切 ast<sb 一 致 地 有 
Lim {x aW) = [хааж 
证 НУХ, со жанар X (t), х.ф 是 均 方 
连续 的 ， Вр ХК) 也 是 均 方 连续 的 。 ЖШН X (t) 满足 
全 蕊 积分 存在 的 条 伴 。 议 


fx aw = Y (u> 
хораз, оо = Yo) 


则 ECY, (t) - Y C222 
a 557 ғ 





-Е (х, охе, оо - x waww |") 
= Е pex. (а) - X] aw | } 

= | EX. -X Jdu 

<| EEX - Ха) уда-ә (n>) 


因为 最 后 一 项 与 + 无 关 ， 因 此 关于 + СЕ — Sun. 
《四 ) 有 了 伊藤 积分 的 定义 ， 则 可 以 求解 (1 РЕ 
的 微分 方程 。 
例 : 研究 线性 微分 方程 


АХО) aX) +EWt) cm 
dt 
Mo» =0 
其 中 al LERA, z2>0, B0. BRASH EER 机 OK 
分 方程 中 最 简单 的 一 种 ， 称 为 Langevin 方程 。 
и ”具有 如 下 形式 的 一 阶 常 微分 方程 


p Ф) кахф) = Е) t>o 
х(0) =0 


WERE 00 = есес сов 


而 本 例 中 激励 为 白 噪 声 WOO, XCTI BIXETESR E 25 t 
Xit) = (ееси, onda 


-p[e ec -eqW. (u) 
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EMET EAR RBUIEPAA DIR. HU 
E(X(0)) = 0 


ті агр 
ш Rattot = | f'e- hei we atte du 
n 


1 t mincta t2) 
= Ве gite taj | audu 


1 mine 
zeiten» arinu 
zx 


а 
ge 

= [ee ta 一 ек 
zu 


(250,1, 270) 
X CO Bof © CITIES {ЕИ у ЛЫ, 
ж “比较 维 纳 积分 和 伊 茧 积分 可 知 。 如 在 仇 Ж 积分 中 
X(t) 职 确定 性 函数 ， 则 它 就 是 维 纳 积 分 。 
如 果 在 本 例 中 ， 把 加 上 激励 的 有 时间 t=0 改 为 t= — оо, 
Ju c 85 Ж A 
E4X(0)) -0 


= Ё? ет 9103-8 
Ritto = E 

fü y M ЛЕЛИ Ы Lx zb Жу T. W X(t) 
dU A t TEMOR EXE SO — F LT TER h E B 3E 
度 ，m 是 粒子 的 质量 ， 则 md 中 代表 时 刻 t 时 作用 在 粒子 
上 的 总 台 力 。 另 一 方面 ， 可 以 认为 该 合力 由 两 部 分 组 RB 
41 粒子 与 液体 摩擦 而 产生 的 阻尼 力 - fX 0, 其 中 1 是 一 
系数 ，( 2 ) 液 体 分 子 冲 击 粒 子 所 产生 的 在 这 个 方向 上 的 总 合 


力 ， 它 当然 是 随机 的 ， 根 据 中 心 极限 定理 的 概念 可 以 认为 它 
是 正春 分 布 的 。 因 此 
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mX'(t) = -IX «NO. — 
аха _ 1 : 
或 — = - (t) + ВМ, (t) 


# а= ут, FETERE F fE - Jy ЖЕДЕ X (1) {011 
d E: 
E{X(t}}=0 


R&(t,,t) fea 
WRA Y CO 表示 在 时 刻 t 粒子 在 一 个 方向 上 的 位 置 , 则 
Y (t) — Y (02 = {хора 


由 此 可 知 Y (t) 是 一 正 态 过 程 ， 且 
E(Y (O0) - Ү(0)} = 0 
E(IYco - Y(0) j*) 


=Е (x etf хезам) | 


= f [Rm - mdadv 


一 £ | f ezau- dudy 
ч 


| z t 
= | a-et ody 
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3 题 


1. Wi nfi В 7 TO, 52е) 各 分 量 
Hex, BU E4£1) = 0, i- 1,2,3 |: ss 它 的 协 方差 Жж 


РЕ 


01 1 0 7 1 1 1 
2 2 2 2 
3 3 3 
B= 

п-2 п-2 п-2 
n=] n—1 
п 

REM BERE NIE НЕ ТА Ж 


2. GRE. 7 是 相互 统计 独立 的 、 ТЕРНУ В Б1ЛЕ Ж, 
是 它们 具有 相同 的 概率 窗 府 N (no ,. ОКВИР О =at 
+ ВОВУ = a£ — 1 间 的 相关 系数 以 及 U, VA TERRE E, 

3. 设 有 二 维 随 机 矢量 E=, ED, 其 概率 密度 为 


1 
fa (00 733g Тт 





. _ 1 Gu в)? 
exp Í | o? 


- әт (X, — HD Os Ну) " (X; 一 22 
а. оз? 


“о, 


ТЕЙ 
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(287 - (oet) (ese) (вану 
CA 为 常数 ) 


上 以 概率 密 庆 为 常数 ， 因 此 称 该 精 回 为 等 概率 种 画 。 求 随机 
变量 心 ,,5,) 落 在 等 绝 率 桶 贺 内 的 概率 。 

4. 设 有 n 维 随机 矢量 = (Ë eE.) RA EAA 
布 ， 各 分 时 的 均 信 为 EE =a，i=1,2,…,n, 上 其 协 方 差 算 
阵 为 


o ao 0 0 eU 0, 
с s 0 « Q) 
B= g^ ад? 
o? 
试 求 其 特征 函数 。 


5. Bn STRUD EE 6° = (6. 各 和) 各 和 分量 
535 f£ 7 EE, = i, i=1,2 8, n, 各 分 量 闻 的 协 方 差 为 


| b,; 2n-|[m-1i|, m,i=1,2,-.- n, 
设 有 随机 变量 #= у 5 ， 求 4 的 特征 函数 。 


6, 设 有 三 维 正 态 分 布 随机 矢量 此 = Q, 6 Ë), 其 
ЖЕНИ, ВЕЕ. =0, 1=1,2,3, HEHA ZEREN 
b, b, bs 

s-| ba bg d 

bj; bg bg 

其 中 bi = ba = ba = o°, 试 求 
(1) Els, É: És} 
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(22. ЕЕЕ ET EY) 

(3) Elf(Et - o (Et - o Et- 05) 

7. жш ЛЕР ЙА BL E = ( E, E. Ss 2 КАЯ 
度 为 


f, (X,, Xi, Xs) = C ехр{ _ + (2х{ 一 x,x, 


+ xš — 2X,Xs + ах} 


(1) 证 明 经 过 线性 变换 


BREET = CG， 7 ， 则 和 ,72s 是 相互 统计 独立 
的 随机 变量 。 


‚‹2) ЖС. 
8. BE EJER, EAE Jr XX 
(5 [Ë 220) 


(Ë, -]&á&bD (2,<0) 
WE C10 mn ЗЕЕ ra 


CORSO т RET EIER. 
9. 设 有 线性 系统 如 图 题 6-9 Вт, АЕН OS 


йун n (t, ЫШ Hou Ds, ЙУ АСО 9 


y = (T $s) ={ 
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х(-1) ! 


+ 
A) ABET — 
x 
і 


L. | 


HE à 


求 输出 9(t) 的 一 维 概率 密度 !. OD. 
10. 设 有 线性 系统 如 图 题 6-10 所 示 。 输 入 过 程 f(t) 为 堆 
均值 平稳 实 高 斯 过 程 ， 它 的 相 


R;(:)egje^' (420 


BED 6-10 3 B tt h É WI FZ N 
h (t) zu (tz-0,8 00, B0) 
9 (t0) 


如 E(t 是 在 t= — oon ROC EERS. 

(1) 求 在 t= 0 时 输出 940? 大 于 y 的 概率 P47900)>3》 

(2) Ш += -工时 E(-T)=0 R(002yY HN Ж 
件 概 率 POQD T y/Z(- T)20), T»290, 

(3) 如 果 在 t= 工时 观察 到 的 ET) = 0, [8] 700) УЙ 
ж кН? ШОК Pino) yi =0), Т0, 

11。 设 有 零 均值 平稳 实 高 斯 随机 过 程 Со, 其 功率 谱 
密度 为 | 


* 564 *, 


Р 
„= f 

s, = 6 zan ll<AD 
Xo CH fu. 35i SEC ED 


Ш EOERHS RI 


зат), Gir) 


(1》 写 出 前 面 n 个 样本 A ECO BER (10, s 


秒 作 一 次 抽样 ， 得 到 样本 Ze), 


(ud 放 的 n 维 联合 概率 密度 。 


(2) 定义 随机 变量 n。- 1 Y (ze ) 求 概率 


Pit > aP Midi, ам, аро. 
12。 设 有 图 题 6-12 所 示 的 接收 机 。 


$(1) nC 
«o-1 ЕС 
n 


Ct) ` 比较 器 1> 
OE 
ҮТ 
sb HREF 
ЕЕ 6-12 
接收 机 的 输入 有 两 种 可 能 ， 


Ф BB, E) =s) +000) 
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@” 仅 有 噪声 存在 《信号 不 存在 ) , EO = ne 
s(t) 代表 信号 ， 它 是 一 确定 性 信号 ， 在 (0, T) 内 它 具有 能 量 
E, = | .= (tqt。ndt) 代 表 咖 声 ， 它 是 零 均 信 自 高 斯 随机 过 
#, 

E(n(nQ)) = Neat- o) 


接收 机 的 输出 为 ?， 把 ”和 门 根 7 相 比 较 ， 试 求 

а) РУЛ ЛЕНУ, ОХЕ ВВЕ, 

© 旦 人 >>Y7 信 号 不 存在 时 KAER GAE, 

13 设 有 图 题 6-13 所 示 的 非 线性 系统 ， 它 的 町 出 、 输 入 
关系 如 图 中 斯 示 。 





图 题 6-13 


如 果 输 入 为 零 均值 平稳 实 高 斯 过 程 ， 其 协 方差 函数 为 
C, (Tt) = Pe ri 
Жж hid ED 
© 输出 :的 方差 Di 
unn D£ = ^ 
© Ru gpr 面 出 tu 对 (4T) 的 关系 曲线 。 


14 如 上 题 ， 如 果 输 入 上 (tb 为 零 均 值 平稳 实 高 斯 过 程 ， 
A] SERERE EDS 
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: A 
t f 
эф = А7 Qf АВ 
0 GRUB RED) 
© WEH EZ = А, 


© BEL DZABA, са DL 的 近似 下 
示 式 。 
15 did EB 5-I15 TRI AAZE. 








全 波 平 方 律 器 件 


ез= qe, 


RO ode Js А 


END d-15 


Жай E ORPHAN, CE RRR E 在 
本 题 感 兴趣 的 频率 范围 内 可 以 试 为 是 平 的 ， 即 假设 S600 = 
N。， 求 输出 (的 相关 函数 和 功率 谱 密 度 函 数 ， 并 用 草图 
ВНЕС, („СЮ BB AR SPS AKHU ВР, 
16 设 有 理想 限 幅 器 的 输出 、 输 入 关系 式 为 
y=-L0) =f +1 (x>> 0) 
-1 (x« 0) 
УБЛ ICONE. WOPGRSEGSHIDIER. "DH d ША 
fU nC, REHA. SONT IDE HIS 间 存在 


下 列 关系 





R,G@)=sin-' (кч) 
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17 设 有 一 非 线 性 器 件 ， 它 的 输出 、 输 入 关系 为 
y(t) = a,x(t) + 4x (t) 
文 设 随 机 输入 上 5(t) 为 一 零 均 值 平稳 实 高 斯 过 程 , 它 的 相关 汀 
数 为 R (ty, BOGRE (ИСО) ЯЕ, (7), 即 求 输 嘲 这 程 的 均 信 和 
相关 函数 。 

18 设 有 平稳 奥 伦 斯 坦 - 乌 伦 山 克 过 程 Ett)， 它 的 均值 
AE, RUE ER DIS К, (т) «оре 4/77, — eor oo, Нино, 
六 常数 ，r>0。 试 证 明 该 过 程 满足 相关 函数 各 访 历 经 定理 。 

19 设 有 实 平稳 正 态 分 布 随机 过 程 Ett)， diff. 
Ich 3 н ЖЕ ЕС 

(S, (Арс 01 
5,09 = | (erg ences 
10 (HEAP) 
REGEER {у [8] A ARR ER E X Xe 

20” 设 有 实 平稳 正 态 分 布 随机 过 程 ECt) ， 其 均值 为 m, 
相关 函数 为 民 s (Cr ， 又 设 该 过 程 均 方 可 导 ， 其 导数 过 程 为 
FF (E) ЕЛЕЙ, tapi ARTZAI ECCO o £^ (0,50 È” Cta) BJ PE 2E 
概率 密度 的 表示 式 。 

21 设 有 零 均值 的 维 纳 过 程 tW 人 t)，0<t< co， 其 强度 
DA о", ELILE 2008 

"@) = | Се садаа dete) 
求 随机 过 程 CO fO ЖИНИНЕ НИШ. ЖОР” (D owt) 

22 设 有 规范 化 维 纳 过 程 iwWott)，t 之 0}， 设 有 时 刻 

Ot t entre <t, 
Rmi ACW W (t,)- Wolt) PURA m EDS EL 
In UP JI 2828 Ek, 
‚568 + 





23 求 下 列 微 分 方程 的 解 
(ж ахо жаб) хе) 2 ВМ, 0) (6220) 


X (0) = K, 

其 中 a(ty.0 (t) EPS а, BARAR, ХИ. К 
解 用 维 纳 积分 表示 之 。 
24 设 有 微 劳 方程 


“ захо + 2X(00 = W(t) 


XCOBS IH А Х (0) = Хх, — Ж, W,CO Й Tk HEB T 
程 ， 求 随机 过 程 KOE t АЛЕ HHE ЖЕ, 
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жж fi {Н 理论” 


ТЕБЕ Еа URS T RAE F, =n АЗИ ЮЕ ШИРЕ 
本 函数 中 对 信和 号 的 某 些 来 知 参 数 进行 估计 ， 这 类 问题 称 为 帖 
值 问题 。 

dnx s Ed stc UL EO (0 =s(t) +£(D , rh Ë (ty R 
EMIRE, st? 代表 随机 信号 , пСО КРВ ТЮ Ж 
坪 数 .现在 的 问题 是 从 观察 到 的 样本 前 数 1 (t) 中 对 信号 БСО 
的 某 些 未 知 参 数 进 行 估计 。 


61 3975 (à de E] 3 


jk E= (FE, F, )' WI ome (mne may" 代表 WN B Lx 
E, 两 者 存在 联合 分 布 。 设 7 是 观察 到 的 从， 现 变通 过 # 对 
Eiir MEO EREE Eth MARE ia 
HAE, Жа ЖИИ ЕН БЕ j yi ЭЕ АМИ ЕШ, 
即 EN go а= У) = min Е{|Е-К [2/2 YY CO 
Шр la ||2=u'u $k BU e той, KATARE, K- 
(к.к) (ka ks se, ks PIE B) , A 

ЕХ JÈ- К |j /R= 

=E{ || E- EC/ + ЕС) -K || */m =Y} 
= {ЕЈ E(ë/n || 7/5 =Y} 
+ EE - EQUID - СЕГЕ КИТ =Y} 
+ E{CECE/ - К)? , (£ - E(£/m 2/05 Y 


+ 570 + 





£E(Q[EG/D-Ki*/2-Yy = É |£- E(£/m l2/ = Y) 
+E( | E/P -K 2/9 = Y) (2) 
Ж €20 ARB KB H ЕСПЕ ИО =~ K [| 2 /n= Y) = 
MEEA = У) -外用 :这 一 项 。 当 这 一 项 为 堆 时 ，《〈2) АҢ 
最 小 值 ， 因 此 
ECY) = Е{ Уп = Y; (3) 

й Eilė- Em p/m Y) = minE(|[ £-1|[*/2 = Y) (4) 

应 注意 ， for) 是 一 n E50: B, нёс Ref EL RH 7 的 
项 数 ， I АВО (D v Y, Wf — 5j Xx 
REOS YO. ^P fa] vic БГ ИОН X SE déc [p Bg, ТАФ 
ir £ СҮ) t EG ITE, 

ЖЕО) fü РЫ, (Ru R°, HENN E ЖР HE 
(У Уз Уа) #0, M CA) ANA 





Е ПЕ Ёар [*/п= У ЕЦЕ) 13/7) (5) 
(SRH s CO FUR T Cio sop MUR CO GUEXE T XER 
一 次 均值 ， 删 

E, ,,(Et |! £- Eo) = X35 
s EG EC -gw || /n= YD (6) 
E, ELE- Een Нее Y) 

=E f-o 1° (7) 
Em (БА E— gD || hg = ҮҮ) 

=E{| -ga || (8) 


(7), СВ) BR G Bg ЛЕ Heg fr Б] En VRBE UL HE PI 38 
学 期 望 ， 它 是 天 条 件数 学 期 组 。 和 根 括 (6)、(7?)，、( 8) 三 式 
得 
Е(һа- ою |9 «Et E-801) (99) 
(9 JKTHEH T (h B E ОР = E (#£/n) 是 无 约束 条 位 下 的 最 
| 。 571 + 





ФЕ ESAR TARE a 
ЖЕ ” 设 有 了 两 随机 矢量 5、? 其 联合 概率 密度 为 fa. Gu, 
X. Xa, Visas ite Ya, Elo Go Ys iya) 960, REGIS 
EOD JO PIRE A | 
Кот) = Еву (10) 
即 ЕЕ Ёс l9 -min E(ll£-genl? aD 


ЖЕЕ ЕРЕК Ë OD) = E (E/n) 28 E 2 3° n КШ HA, 
H АУЕ Р. ЧЛЕ ос 3, FH. GW Ж 
Hr 


(х,у) = 1 


i 
259,9; v/ | — 6? exp[- 2d-e5 
x-H Y L(Y у gp (C P) (У Goa e 
xÍ( g, ) +( з ) -2 GU; 


ARE OD, 
Ш ЭКЕ Т, Осуу ГВ n RERE nog 


ce] 





L 
мото: 
Eis. zÍi.QÍx/ü-y) 


t. (y) -| £,,(x,y)dx- 


á «Оле 9) = того 


е zs А f(y кә] } 


于 是 Eoo -E(/1- y) =н ER y - д) 


这 是 一 个 很 简单 的 例子 。 在 一 般 情 况 F EG) = E (E/n- 
YE Y Bg— di 


` 572 . 





82 最 佳 线性 估计 


对 干 正 态 分 布 的 随机 矢量 ,上 关于 # 的 间 归 是 线性 的 。 
对 于 非 正 态 分 布 随机 矢量 ， Eon = E(£/n-7 Y) 一 般 不 是 线性 
函数 。 在 非 正 态 分 布 的 情况 下 要 从 观察 的 数据 资料 中 确定 回 
妇 函 数 是 十 分 困难 的 ， 此 时 常常 找 一 个 线 狂 函数 
Кар = ADeb 《127 
使 Et- [= Е{[Е- Art [| — aD 
达到 最 小 值 ， 其 中 A De (n x m) РЕ, b 32 п S699 RE, Ж 
AUR, ЖА, БН ШЕЛ, DAS G3) 式 为 最 小 。 
SH (2) 式 的 每 一 行 ， 
Б = Аил, + Ала rA uS eb, a4 


886 ЕСПЕ Ёоо || obs. АО EC — E PY 为 最 
Adv. Wd ECL - ED 1 车 展开 式 中 每 一 项 均 为 最 小 。 沁 
Lb, AO SE = ET) 
= КЁ 一 (bi + Arii + Аз; 
For + А Лы) [3 
= ЕХ qi - EE ~ A. G@i— En) 
- A,s (nm, 一 Erf) 一 … 一 А; „(в Ее.) 
+Е& i =b,- А En - A GER 
- Аз „ЕЛ, |]) = [E£, - (b, + A, En, 
AEn + + A Елә 
+А.С.. „А — 2 A.C, a t DE (15) 
(5) zh i Ai = (А1 Аз, Аза Аз р 


С.,, = Е{Ор- Eq) (8 Е) 
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Ds, cov (Ti, faei COV (? |, ia) 


5 cov (Th, Th) Dr, Ue COV (Cy ku) 
COV (у) COV (HU... 2) 9 Dri, 
r соу (ёт, т) 
a. COV(E1, Ha) 
Сусау w ° 
| соу (£ ү» т.а)! 
| oL, A.) _ 
^ Ф.А) 0 
得 b, = Eg,- Á En (16) 
dLib, A.) = = 
м -si k= ... 
Ea дА. 0 { 1,2,3,7", m) 
得 А cov(Hx Th) + А соз (ау fg) e 
+ А, „соу (Uu, fia) = соу уу) (k21,2,:,1n) 
М 
й Аз = Сг. Cim (17) 
这 里 假定 了 Cos: EIER o 从 ao) s 
b= EB - AER (18) 
从 ат) X ^i = СС (19) 
T A = Ci nEn (20) 
Xm 
COV (Eh) COV (Erpa) ++ cov(E mg) 
| COV (Es, 1) соу(Ё,; D) < cOv(E;, л) 
С.; л; = , ， 


| : : : 
\ cov(E fh) соу.) ++ eov (Eua 
=E ((Ë— EB) (n — Es) *) (21) 
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将 (20) 式 代 入 (18》 式 得 
b= ЕЕ С, Cu Es (22) 
将 20)、122) 式 代入 (02). 式 得 
ар = EF ~ Cur Cin ER + СС 
或 
Кор -EE-C, ,City ER) (23) 
利用 《23) 式 ， 可 以 用 #4=Y 值 来 最 舍 估 计 专 ,出 于 每 次 
WEBS Y ERAK, EE HAHAE (是 随机 的 。 
URE WHAIA, MU (23) ATAKA 
Ёар = Ca Can (24) 


$3 iE X (ER E 


本 节 将 用 另 一 种 方法 研究 最 和 佳 线性 估计 。 这 种 方法 利用 
EZE, Eits 2 中 所 讨论 的 方法 方便 。 

定 尺 ” 设 有 两 复 随机 变量 уь, fp Hg sg: 

E(7,7,) = E 4709 y = 0 (25) 

MPRA ILER n 3E SR. 

由 上 述 定 义 可 导出 如 下 结论 ， 

We EILER E, ESAME TS Un fs. 6 
п 1Е75, BDE(EmO-0, i= 1, 2, m, 
- 则 Е{Е (а, +a, reo ba) = 0 
其 中 ау, m9, An ЗАЯ. ЗОНИ Е у 
Mis Na jn 的 线性 组 全 也 是 正 交 的 。 

为 了 篇 便 起 见 ， 在 下 面 的 讨论 中 假设 随机 变量 上 ， 妨 ， 
fas coa na HU PAIS E, BE{E = 0, Ет) 0, 
i= 1, 2, ,m, EZ BO Ci EQ) 
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Cru = E(£7,) 
现在 的 问题 是 如 何 利用 ra fas c, 7 ВОДАЧА E 
以 使 均 方 误差 最 小 。 ñ 
定理 ЖИЙ, Эуе, gm 的 线性 组 台所 атъ жа 
EE, HGemebi-i-e, Ж eH. т, e. TE 交 ， 
ШЕ f ЧЁ Эу S ЛЖ 28 PR fr НЧА. | 
证 明 给 定 的 条 件 是 
Е{ел ү} =E(F£ - JH } = EAE- (ай + + ашлы) Ji) 
=0 (j21, 2, +, m) 
Eten) =E E-E} = 
Е {12 (ait + oe AVES JW, y =0 
G= 1, 2, +, m 
ERE md MR A, A, +з, Am H А+ + А7 
估计 ， 贡 其 误差 为 
E= (Am ton = E (AVES + = + аы) 
+ (а, — А) + =. + (a, – А) 
WJ Бу y i 25238 
ЕДЕ (An + е + Ama) (2) 
= Кар (а + = ъа.) |2 
+ EI[E- (аи +++ RAV] 
«Ка - А + + (а. Ann]? 
+ КОСЕ — Ganit жат) 10а 7 A0 
++ (а. = А.т) 
+ E4} (а, - AQ + + + (а 7 Аъ)" 2) 
= E{| E- (ан на) |} 
+Е (A, 2) £ + (а. = Ашлы} 
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AEQE- (Gc + аЛ) |) 
只 有 当 A a, А, 2а, Au= am 了 时 上 式 才能 取 等 寻 。 定 型 
得 证 。 . 
该 定型 说 明 ， 如 果 能 使 e= 点 -点 H m, т, ЙЕЗЕ, 
得 到 的 аз. а. +-, An O XE {ЕШ TE Dash нат 20 š 
的 最 小 均 方 误差 估计 。 
如 对 本 定理 的 条 件 作 适当 运算 ， 可 得 下 列 结果 : 
《1)》 H Eten 3 = Е (аут ++ + SiS) T, ]} 
=0 (]21, 2, б, m) 
# C.a. aCi +a,C, He жа. Сы 1,2,+,гп) (26) 
(260 式 代 表 一 组 联 立 方程 ， 平 是 得 1 
ае (С) Crm c (21) 
opa = (а а-а.) 
C, G, = бш 
Ca C, + Cas 
Cum . А 
С Con с С. 


^ Chess (C, Сез" Сула) 
TBS а= Ct. CT, N (28) 

《28》 式 相当 于 8 2m (24) 式 ， 其 差别 在 于 〈28) 
式 仅 估计 了 (MD 或 中 的 一 个 专 的 分 量 。 

(2) 因 Efem} = Е{(&- Бут} =0 (j= 1,2, my 
Bj Е{(2- D Qui А + ау + та) j= 0 





或 E(G - 5-0 | (29) 
ЕЕ) =Et| Ë |) (30) 
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ЖЕЛЕ Ж & ТУЧА d 
E(E-Ep) ЕГЕ Е) = E CE - EP 


-E(EpP-E (D (31 
мож ЕО - 590) =0, ВЕРЕ Е (Ер (32) 
将 (32) 式 代入 (31) 式 | 
Ed£-£g) - Et et) 
=К{ЕРУ-Е{| Ê |) (33) 
s E(L ER) = Ele P ЕСЕ 
= РЕР (34) 


(28), (32) INBH es 5-5 5 E IEE, E 在 ah t фа 
土 的 投影 为 5。 (34) 式 满足 毕 达 哥 拉 捧 定理。 由 {31) 式 得 
Et|£-£PY= Е{| E P} — Еау + + а 9) 
=C- (а|С,,, +а,С„,, ++- 
Tag aur) (35) 
Wib— ШЕЛ E fy. 8 均 不 招 关 , 即 C, = 0, 
ey Cour 0, IREE Ejus fas се) Sa IE SE, AAR 
Hia Mgs tita Pun 去 估计 去。， 
„ Жат, a= 0， E E= 0 = 五 世 ， 此 时 的 最 做 合计 
£= 0. 
03528, ЖЫП ЛИЗМ E (| e P) = C, = DE, 
讨论 二 ШЕЕ Em uo na ZARE BJ TE Ж 
性 ， 即 可 以 利用 vus mo =s Ta KAE WE (35) 式 ,其 
18371 Y 25 78 
Ее P} 2C,,— (aC... +а,С,,, ++ +а„Сш,) 
apie DE WPT Cni жа Саг + жа. С) 
PEE WẸ o т, бэ a ЕТЕ Ау, EB 28 
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іа ј, i,j= i , 2. tta m B, Emmy = 0 ,在 这 种 情况 下 
а, Cr /Ci 


讨论 四 ”一般 说 ， 增 加 新 的 数据 "uua. mac ，… 可 以 更 
ТШЕ РЕС. Ле, ДИН ао еа, ha AIEE- (aun Ria 
+з +а зы) =е ЕЗЕН], may Ume ы, ВӘ РР 
ЫЕ WS TF “这 并 不 说 明 быы» hau, cos Usu. TRE ПЕ 
AO „ ЖАШ, WMR Т, Ua. +, Sa Рр hai Bi, 
MI) ЖГ JHI BB ALE Et Пт, "mans 就 会 起 作用 。 

在 本 节 和 开始 时 ,我 们 假定 了 了 上 他 =0，i= 1,2,6, т, 
前 面 的 讨论 是 在 这 个 假设 下 进行 的 。 如 染 陪 机 变 景 Ms т, 
Ut. Mm BERAE, BA H Eas ere + а В 
E CHOS tE gij BE К) EMEA rh S ML Ein) = 0 这 个 条 件 )， 
但 为 了 更 好 的 估计 上 ， 可 采用 下 述 方法 , 设 呈 = anh + +a, 
"sb fEX EB, ВЕЕ ГА 2 2 dh, UI 一 
TER b, Hi m+ 14234 5. 

EEIE- £ y oH SUIS AREE 

E([E— (aym + asha + е + алы + by T y = 0 





(1=1, 2, tU їп) (36) 
GU m4J BEER 4d 
BE{E- (af + ay t ъа. b = 0 (37) 


为 什么 用 & = am E + amim +b 估计 二 时 ,会 出 现 条 件 《36) 、 

(37) 60? 如 果 在 n, Us c. fa Z PF BMS | BÑ JH 2 H 

fario m = 1= XE, 此 时 共有 mm+l 个 数据 用 来 估计 

E, ЖАР = an am ec ашы ЫЛ 是 一 个 齐 次 式 ， 它 

AE Un, Tha» сеу fms Yoe HRA. HAE zE YE Da ER jh 

ELE- Dihy=0, i=l, 2, es тут, РД фт +1 
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个 方程 ， 其 中 m 个 方程 就 是 式 (36)， 第 m + I 个 方程 中 Wor 
= 1， 改 其 表示 式 就 是 GD Re WE, (36). GDR 是 使 
E(E- 2р) 最 小 的 条 件 。 
AGDA, EQ- Ey= Ete) = 0， 它 说 明 误差 的 均值 为 
Ж. ПН, БЇ ECn)x0, M Е{Е}зеб„ 
化 简 (36) 式 得 
R,,, =a, R +а,Е ++ ка К, +bE {1;Y (39) 
(3905Ж Н Ну Kg XB, (26) ЗЕН Eg y 38. 
根据 (37) 式 b= Et- (a, En, +a, En, + ө + а„Е) 
= EE-a'En (40) 
在 (40) 式 中 а’ = (а, apean) 
N= ӨҢ Us" na) 
Еп = (En, Enpe Ena)” 
UPRA (390 349 
R., = BEEN, Za, Ru - En E f + + 
+ An Rmi – En, EN, ) 
a C; pi aj +a,C,, +5 ва. Са (41) 
其 中 Сет, = Resi ~ EEEN, 
RA £ жиш ED, 
Ci = Е, -E ET = E41, - En y (ni - En) 
жт Mn 闻 的 协 方差 。 
《41) 式 代表 一 组 联 立 方程 ， 解 之 得 
а= (Сг) Crni (42) 
C, C, Ca ce Cut ` 
Сн Caz Cas mi Cin 
其 中 Chane : : 


Cim Cam Cin I Cun 
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© = (C; aCe rat Germ)" 
[54 P-a'grbea'! q$-ER-a'EW . Я 
R 2- EE =a" (q - Eg) = С}, Cin- Em (43) 
比较 (43) 式 与 93 中 的 (23) 式 可 知 ， (43) 式 中 的 * 粗 当 于 
(23) 式 中 的 一 个 秀 量 。 . 
因此 ， 如 采 肝 正 交 性 原理 ， 通 过 #9= 0050748207, М £= 
Creio 进行 最 小 均 方 误差 估计 ， 其 稍 值 为 
£n — EE = Cir (~ ЕЛ) 
RP CE E((g- Eny (9 — En) ' ) 
Сапе E((£— Ep (1 ED" 
pi b AMIER I.T Б Е") = т, n2, 
E(n) = 0, HER E= tP, U Ar RURE EIR TE d TE, 
求 其 最 佳 佑 计 。 О 
解 IHRER e; = E (P = E (ny = m0 
于 是 最 佳 线性 估计 “应 具有 如 下 形式 
£-antrb 
WHERE E E210 = ЕЕ (an +b) NOA, 
就 是 选择 a、b (EISE E (5-51) 最 小 。 
现 利用 正 交 性 原理 求解 。 根 据 (37) 式 
E(£—atg-b)bz0 


b = BË = m, 
根据 (36) 式 ELE- (ай+Ь)]лу = 0 
或 ЕЁ = aEn* 
„ ЕЧ» _ Ein _ m. 
Bp Eon "EG 
й, £= msn 
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84 最 小 均 方 误差 估 值 在 
随机 过 程 中 应 用 学 例 


本 节 利用 正 交 性 原理 研究 一 些 简单 但 有 塌 义 的 随机 过 程 
的 估 值 问题 。 为 了 简单 起 见 ， 假 定 下 述 各 人 鲁 中 的 随机 过 程 为 
零 均值 实 平稳 随机 过 程 。 

例 一 ”项 测 问题 设 有 零 均值 实 平稳 过 程 s(t)， 现 在 的 
问题 是 权利 用 已 知 值 2(t) 顶 测 未 来 值 sCt + ,其 中 为 一 党 
S 10, 

E ”问题 的 实质 是 已 知 + 人 时 刻 随机 过 程 s(+? 的 值 , 它 是 
一 随机 变量 ， 对 未 知 的 随机 变量 stt + D 进行 估计 。 可 利用 
§ 3 的 正 交 性 原理 ， 设 上 t+ 4 财 的 估计 值 为 s 尼 +4)， 刚 

s(t+AÀ)y= as(t)> 





选择 合适 的 a (SE 
E ([stt + 4) —asctyjstt)} =0 
№ R, (D - AR, (0 
R 
а= qe 


AH R, OO 835 s CODS BOX RC. SUB т-а ЖК 
set + ОН BLEU IRL. 





i) | . 
| S(tea)saett) 


B 7-1 
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最 对 预 调 时 的 最 小 均 方 误差 为 
Е{[э(+Д)0—5С(%+Д)1]%У 
=Et[s(t+4)y- as(ty]s(t + 102 





= Rt0) - а, (ay= R. (0) 一 БОО) 
ЖЫЛЫДЫ s(t) 的 相关 函数 为 RF} = oe alri 
R 
出 х= EL = е9 4 
Rh Лу ЗЫ 


Eifs(t д) = 3(%+4)]% оз e!) 
ез, ШАН SO 的 信息 ， 但 对 合计 
s(t+ 37i. 
讨论 ” 正 交 性 原理 利用 了 e=sft+4) 一 asft) 与 stt) 的 
EZ, ШЕ {С e 22 -а5(%)]8(1)} = 0 
车 过 程 的 相关 读数 为 R (rf) = ае "п, у осі, u 代表 
pigri AE, Hj sCt- 22 7 asCO d 5E sOD ER, AA 
Effstt + 4) – astt) js)} =R, (t 4-7 u) 
-aBR,(t-u)sgi[e "+t" 
-e tient =G 
这 说明 ， 当 R, (т) = cze 时， 虽然 (~-co,t) 内 所 有 信 
gaps, Hx sca 的 最 佬 情 计 仅仅 利用 了 t 时 
肇 的 信和 号 值 s(t), 时 刻 以 前 的 信息 对 估计 54t+ 1 并 无 帮 
Bit. 
po жаш {= ЕШШ йн, DOES 
т ВАНЯ С), ЕЕРЕЕ ША Н 0, а ВЕУ п CO, 
ВАН БТ RE ШИ А ВА UL. x (t) Dg (А БУМА y Я, Врх (t> 
=5(1) + nit) АЧ $i E I АО хс 对 信号 s<t) 
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进行 估计 。 这 就 是 过 滤 问 题 。 若 SC 和 nt) ЗЕН ҤЙ 
立 的 随机 过 程 ， 求 最 佳 情 值 s(t)。 

ME REsp} 0, E(n(2 20, Ш E(x CO? =0„ Ж 
用 正 交 性 原理 ， 设 s(t) 的 最 佳 估 值 为 





s(t) =ах(ї} 
^ 
nil E£[s(t) -- s(t)]1x (t9? = Ed[s(t) - Ax (OO Ix (t>; 90 
BB R,.(0) = aX, , (0) 
_ R..Q0 
或 асу од) 


由 于 x(t)-2s(t) 十 五 (下 
К.. п) = E{x(t+r)x(t)} 
= E4[s(t +r) кос ът 1560) + n(t>7]; 
=R, (tT) + К, (т) 
К, (т) = Е{5(%#+гух(1)} 
= Е ([90 +т) 3050) +а(%)1} =R, (ry | 
R 
m, a= 059206 
最 小 均 方 误差 为 À 
M.M.S.E= Е{[в(%) -s(t5]H 
= Et[s(t) -axct) ]s( OF 





` LR. 00533 


=R,,(0) = aR., (0) = Е,, (0) ~ R (0) 


| Ra (051 
=R (0- R, (0) + R; O 


~ R,, (0) + R,,€0 


例 三 ”内 播 法 ” 设 有 和 零 均值 实 平稳 随机 过 Es, tÆ 
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[0,T] 内 的 一 点 。 若 已 知 s(0)、s(T)， 利 用 s(0)、s(T) 对 
sco 进行 最 佳 估计 。 
解 设 sct) 的 最 佳 估计 为 
s(ty=as(0) + bscT) 
利用 正 交 性 原理 得 


E([s(t) 一 s(t)]s(0? 》 =E{fs(t) —as(0) —bs(T)Js(0)} =0 
Е{[5(%) - s(t)Is(T)} 
= Е{Гз(%)— as(0) - bs(T) Js(T)) = 0 
HII R, (t) - aR, (0) + bR, (Т) 
R,(T - t) :aR,(T) c bR, (0) 
其 中 К. (т) fRsesCOBI BIS Y. RELER 9 


a= R, «ФВ, (0) 一 К, (r- DR. (CD 
B К: (0) - Е? {Т> 





b = Ёз (DR, (T- t> 一 R, (DR, (1) 


R:(0) - Ri (T) 
其 最 小 均 方 误差 为 . 
M,M,S,E- EI([s(t) - s(t) 12 
= E [s (t) - аѕ(0) ~ bs(TYTs (t)? 
= R, (0) 一 aR, (t5 一 biz, 《 工 一 t> 


Ф 如果 t=, M 


R.(5) 


a=b= gk Qy +E, ст» 





@ R (r) =oze-#"J', OCT, M 
e^"! —e-*“(t-te-2T sinha(T-Lt 
ает есет ^ sinh(geT) 
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b Qe te Tea-mt _ sinh саф) 
= 1- eT 7 sinh(a't) 


Piu ”利用 + 时 刻 随机 过程 s0t) 的 观测 值 和 它 的 导数 
s' (t> 观测 值 ， 对 未 张 的 stt+ A), A>0, 进行 估 值 。 
解 设 st+ Bo E ERR iD S(t +1) 
st Д) = asco + Ds? (t) 
ЖЕУ E Ж ЖЕКИРЕ {В 
Estt+2) - 306+ 27800) 
= К{[5‹++ 13 ~ авс ~ bs’ (t) ]s()) 20 
E (set +A) - SC 2)]8/ CO) 
= E(fsCt2)-asct) - bs {ts (ty) 20 
AB e ЗЕ BLCUREDS H Зс PEDES BS ER, 04 r= 0 H К, CO. Ж 
EEFE AFTY OO 存在 ) ， A R C0)= 0, 
且 К,,,(т)= —Кү,(т) 
К,,.,17) = R(T} 
Ж ЕК..(Д)у=аК,,(0)-ЬЁ,,,(0)=аКЕ,,(0) 
R;, Q= bR; , (0) 








мозе . 
M,M,S,E- E([s(t + 4) - s(t 4 2531 
-E([s(t +4) -2asC(t) -bs (t)]s(t 4 D) 
= К,,(0) - aR, (АУ +bR, , (Ay 
Ma ЕЕ, asi, 
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BB 
故 


Ri, * 
RI, Qa R, (0) + SC Е; OA 


b= 2 
^ 
s(t+4)zzs(t) + As (t) 


Жн ЖЫК crie RD — RT ERR n 3k, 


HE OOAIBPTIGSAPG. t >, MER 4- Dš 23 BJ 


JU f SC), S(t) 对 未 来 信 SCD (t> t> t) 进行 合计 ， 


CRUS ERE ® 的 信息 并 不 能 收 善 对 stt) 的 箔 信 , 则 s(t) 


的 相关 务 数 必须 为 负 指 数 形式 的 汕 数 ,如 R(t = cel“, 


解 os 的 最 侍 估 值 为 
s(ty= as(t,) + bstt,) 


利用 正 交 性 原理 得 、 


Вр 


E(Fs(t>- 5(#)]5(%)} 
= Е{[8(%) —as(t,) ~ bs(t,)Js(t)> = 0 
Eifstt) - s(ty]s(to) 
= Е{[5(%)- as(t,) —bs(t,)Js(t,)) = 0 
K,(G(t—t,)=aRK,(00)+bFR,t(t,— t) 
ВСЕ t, Z aR, (t, — tj) +bR, (0) 
R, (OR (t- t) - R, (t, - &)R, (t-t) 
а= Ri- Rih- t) 


| pa RAOR, CC- t) R, Ct ~ ts)R, (t7 6) 
REO) RIE, =t) 
若 所 的 信息 并 不 能 故 善 对 s(t) 的 信 值 ， 则 要 求 


R,(t- t, 
b a0, TË а= Ч, iu] 








R,( 7 DR, (t 7 t) 


R,(1—-t,) -alB, tt -t= R.O) 
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设 时 间 莽 A. %—-1,, 4,= tf 一 ta 上 式 可 改写 为 
Ra (dit ds) = ЧОВ Me) 
R.Qi hr) ROAD O Ra) 
RO)  R,Q) R.(0 
Ж Аа. A. НАЕМ E ТЖ Ж ЖЫК j HER 3k Ж 
9890, HIR. (n) 22 iR, (770), ЖЖЖ R (r) Ий 
ERER, Gjsee "UU, E, WRA Іп A, # R,(7) = 
R (pe e Rp 24 +, <, В, Е 500) – а56(%,)]5(%)} = 0, 
HJ E {Г58(%) -~ as(ti)]stt)} 必 为 0。 但 是 如 果 没 有 ti 时 刻 的 
观测 值 , BB te Н] Ж ЖЕШ ТЕ] SCO 的 倘 值 是 有 帮助 的 。 具 
有 这 种 特性 的 随机 过 程 称 为 广义 马尔 可 夫 过 程 。 
PBA APLE 500), HAKH ro, TJ 两 个 端点 0、T 
的 观测 值 SC) s CT) 对 过 程 在 区 间 [0,T 2 内 的 积分 | sco 
dt 进行 估计 ， 求 最 储 估 值 。 证 下 fs 人 t)} = 0, 


| 由 于 s(t) 是 一 随机 过 程 ， 则 积分 a(t)dt 是 一 个 





MIER, в Ef s(t)at} = 0。 现 利用 两 端点 观测 值 C0》、 
CO Ag AR | sdt abet. a 
Госа п, nyf заа 的 信和 值 ， 


|. 85as(0) - bs(T) 
利用 正 交 性 原理 得 


E[[j soat- tjs} 


2 x([fscoat - as) -bsC |s} =0 
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E([ scat _ s|) 


. 
= E([[scoat- asco - әстә әстә) = о 
By [ R. (а= ак, (0) +ъв, (T) 
[R T- ot - ag, cr) +ЬЕ (0) 
T ў т 
| R,CT- t)dt = Roc ao = f R (£)dt 


zb- o1 Žž [f 
а= уату [ RO 


QE т, m [R соате, о), TE 


а = b 


AT T 
因此 — ("oat S co esc A 


пй ЖЕЛ НА RELUA. 
@ R, (ту = сіе "і"! 


т т о? | 
则 | R, (а= ов |'е-'&=®(1-е-ет) 
[E R,(0)260*, R, (T) = о?е-"т 
11—e t 1 ез e- 


@ — asb=I+ressY= а 





= li.nh (= 
- @ 2 


ЖЕ »| 


em ua e 
_ 推广 上面 基 用 两 个 端点 的 观 调 值 s(0)、s(T) 对 积分 
[sat 进行 最 佳 佑 值 。 也 可 用 mn + ARES OC D 的 观 


洲 信 对 积分 ,s(tydt 进行 最 佳 估 值 。 为 了 简便 起 见 ， 假 定 采 
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样 点 是 等 间隔 的 ， 对 是 
= ana,s(0)+ a SCE Y} + na,s(2t,) 
+а4831,) +. +a a,s(nt,) 


т 
而 Tent, neis тоза ЖН. 利用 
正 变 性 原理 得 

f5. (t-kt)dt а, К, (kt) 4 a k,C(k - Dt + 


aR, (0) Rau RUD £ 
*a,B,C(n - К) 
(k=0, 1, 2, сз, п) 
于 是 得 到 n+l AANER, йо п+11-ЖИН Arat ал, 
解 此 村 +1l 个 联 立 方程 式 可 得 ao，al，…w aro 
例 七 采用 бА 00 кашаю 
数 。4 越 小 ， 上 式 给 出 的 值 越 接近 雇 求 的 导数 。 但 正如 傅 二 
中 亡 措 出 的 ,系统 中 的 信号 必 伴 栈 状 梧 声 ,在 系统 中 所 测 得 的 
观测 秆 是 随机 进程 xftt) = s(t) + n(t), 而 不 是 s(t) COO 代 
X Bi PLE n CU) 忧 表 系统 中 不 可 避免 欧 噪 声 )。 BILE MA gs dH 
438", ll E(n* CO) « «E (!C)) ЖОО) 
作为 求 信 号 导数 的 公式 , 则 噪声 带 给 它 的 影响 是 不 可 忽略 的 ， 
Т E. 4 的 减 小 并 不 能 改善 对 st) mifi, TETTEN REB Ti 
况 下 必须 进一步 研究 如 何 利用 观 济 信 x《t)、x(t 一 1) фа" (t 
作 最 佳人 秸 值 。 现 利用 正 交 性 原理 研究 s'(t) 的 最 佳 佑 值 。 
E SOOO BAR Hes EA 
$^ (t) = ax(t) + bx(t - 4) 
f| HE AE TE EGER Í 
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ЕГ" (£) - 9 (£)]xC.) 
= E(s/ (£) - ax(t) - bx(t- A)]x(5)] =0 
EIES (ty - S (%)]х(%- 2) 
= Els (t) - ax(t) - bx(tt- AYix(t- 40) = 0 
ind 2 所 假设 的 ,s(t)、ntt) 是 相互 统计 独立 的 随机 过 程 ， 
且 均 人 慎 都 为 零 ， 则 Кә) К,,(ту+ К„„(т) 
Е. (ry = ЕБ СЕБ тус)» 


E{| st t 


E [so 4 ac» 


£—-Ü 
- Е{[ +++) sol 
е т RaGriD-EeC)lg. (T) 


[4 R i,G0)=aR; (00) + bR, ,C4) 
Ri, (д) = 3 了 xxt4) 寺 DRxxt0) 


Rs OFRxx 0) 7 R1; UAR gzl) 
Е Rš.(0)- Ка (Д) 


pz Ri ORxx(0) - R1 CO Кхкс4) 
R&zC(QQ 一 Rixt? 
由 于 s(t) 和 ntt) 均 为 实 平稳 随机 过 TR, SERLO. 
Ra (T), Res) BAK. d s(t), n(t) Мур, 
Ж Е;,00)=0, R;,Q0 =0，Rxx0=0。 当 41 足够 小 时 
R,,Q0)Rxx(Q)7 Е: , (А) Ккк) 
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= R, 020800 
= 一 UR; t (0) + R; а (0)4 + «“НЕхх(0) +J 
æ- Rò, (RA EFxx(A)5 


Ехх(0) Raxit) 


= УАК Ye 
куу (0) + 5002 11 А + 21 At 


Rx(0) 
2 


=Ккх(0) + A: + 


[Rya COP- ER xD ~ RR xx ON 
TR ^A RIO) i = KOROT) à 
ШШ, Е;.(34)Ё+ух(0)— RLQOOR&xGO 
-RI.OORax((O) 
=[R;,(0) +1800) + HIR < (02 
aR. (Fz (04 
R.. (0) 1 Ri, (0) 1 








bRE-RLQ)A НСТУ (0 4 
y R;,C0 x(t)- x(t- 4) 
= RLQ) CRGO 1 
最 小 均 方 误差 为 


M,M,S,E= Et[sr C - s/(D28 
= Е{[5'(%) - ax(t) - bx(t- 4) 7s CO? 
= К,.,.(0) - AR; , (0) - ЫК: (4) 
=- RI -bR (2) 

RAX Ев COD =L- Ri (OJEE (0) !17 


[-RIQOIM, Ri4OmRLO, a= (b) =, 在 这 个 


FF, TARRA 
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F 22% _ ze ~À) 


对 s Ct) 进行 估 值 。 


55 ”连续 随机 信号 的 线性 均 方 估 值 


系统 中 的 信号 总 是 伴随 着 噪声 ， 因 此 在 系统 中 观测 到 的 
МЕУ n 
n(t) = s(t) +(%) (1) 
其 中 sCO 代表 信号 ， 在 以 下 讨论 中 s(t)》 БЕЛА ЕХ 
HEEL XE ABE, nO) RERE, sCO P nct) 都 是 
连续 参数 的 过 程 ， 并 假定 stt) 和 n(O HERETER. 
维 纳 - 柯 英 哥 洛 夫 首 先 研究 了 从 信号 和 噪 沁 的 混合 体 
ПСБ 中 分 离 出 信号 的 方法 , 亦 即 从 观测 到 的 000 对 stt + а) 
进行 最 佳 估 值 。 设 其 最 停 估 值 为 8t+ zy。 所 调 “ 最 佳 > БЫ 
误差 e(t+ e) =s(t+0) - st ea) 的 均 方 值 最 小 ， 即 
Ei[e(t+ayJ3)= E([s(t +e) -SGt+a)]Jz) 为 最 小 。 
根据 4 的 范围 ， 可 分 为 三 种 问题 ， 
1. 4640, Njsteo) 称 为 8%t+e) ВВЕР, 
2. 车 t=0， 则 3(f) 称 为 s(t) 的 最 佳 过 滤 ; 
3, Фра<о, зс на) 称 为 s(t+a) 的 最 佳 平 滑 。 
维 纳 - 柯 费 哥 洛 夫 的 理论 实际 上 是 一 时 域内 的 分 析 。 为 了 
处 理 方便 ， 假 设 s(t)、n(t) 的 均值 均 为 SE, 600), n(O 是 
ЖЖ, НШЕ{з(%уп(%)}=0, 
fg ЛО) АВЕ, 实际 上 就 是 对 OO 进行 处 理 ， 
相当 于 把 wt) 送 入 一 个 线性 时 不 变 系统 ,使 其 输出 是 所 要 求 
航 最 佳 线性 佑 人 。 兄 图 7-2, 若 输出 了 tt) 是 所 要 求 的 最 佳 线 
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git) »tt)2 Sitta) 


BE 7-2 


性 佑 值 ， 则 称 这 样 一 个 线性 时 不 变 系 统 为 最 佳 滤 波 器 ， 它 的 
冲 激 响 应 为 最 佳 滤波 器 的 冲 激 啊 应 ， 并 用 上 (t) 表示 之 ,此 时 


yos Rennit- туйт (2) 


TW Е{Гв(+++@у—у(%)]%у = Et(fsct нау] 

*Ettycoy- 2E(s(t -o)y(t)) 
РА: [o] SCA oA bh 使 上 式 达 到 最 小 。 现 化 简 上 式 中 
的 各 项 ， 

Е{Гв(ї1+@)]?у= R,,€05 
AP Ram 代表 信和 号 的 相关 函数 ， 


КАГУХОЛ?У = Е{( (0761 – уза h(vyn(t- уау} 
=E t f howhev nt uyn(t - vaudv} 
= [^ [` ñaobeoR, u- voduav 


-f r houphcvyrR, Qu- v) 
+ Rs С(а-у)]апау 
н RO) 46350 ES BU АП PST, 


= A 
Eís(t +ayy(t)y) = Б{з(ї + af fce -u) du) 


-| hn Rs (a+r u)du 





Fit, Е{[э(®+ау-—у(1)1#} 
= R, (0) -2 hicayR,, (a + udu 


Ed w- A H^ 
+f f (о) (УСК, u~ v) 


+R,- v)1dudvy (3) 

现在 的 问题 是 选择 h(t)， 使 ( 3 ) 式 为 极 小 。 维 纳 是 用 变 
分 法 处 理 这 一 个 问题 的 。 这 里 用 正 交 性 原理 来 处 理 。 

由 于 在 ( 3 ) 式 中 出 现 的 是 К,,(т), К„„(т), AER tE 
BOB (fis CO n CORTE o, BOO OUR Ru. Ch 
R 民 ,。(，》 有 关 ， 而 不 直接 决定 于 s(t) 和 oit) ВА, OA f 
导 具 有 同一 相关 画 数 时 ,他 们 麻 给 出 的 最 佳 滤波 器 是 相同 的 。 

下 面 用 正 交 性 原理 选择 会 适 的 ytt》， 使 均 方 误差 
Е{[5(4 + 4) 一 y(t)]) 为 极 小 。 因 为 

усю = [7 nayta = nt - o0 са) 


所 以 y(t) 是 #7(t) 的 线性 组 人 台 。 如 果 拘 成 系统 的 网 络 是 可 实 
现 的 ， 则 当 t<0 时 要 求 h(t) = 0, арса удур 
уб) = (7 вее nas f n-ord (5) 
所 以 yt) 应 该 是 (- eo ,t) 范围 内 4(，) 的 线性 组 合 ， 而 且 
这 个 线性 组 合 是 出 积分 形式 的 卷 积 所 构成 。 这 一 点 是 $83、 $4 
所 讨论 的 几 个 观测 值 的 线性 组 合 的 推广 。 根 据 正 交 性 原 建 ， 
З Еее +a) - yc) 极 小 ， 则 可 得 
E(s(t a) - y (0200) =0 (— se<0<t) 


Bp RC Ra - B) -Ef йт) — zyn(0ydr] 
-| й(тук,,(Ф—-т-@)аг 
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{= eo <8<t) (62) 
ğ#t-p=u, W | 
R utos | AOR, -rar (au>0 (7) 
ст ГН, ОЕТ L Ct) 。 在 ( Т) РЇ) 
是 一 可 实现 网 络 的 冲 激 响 应 ， 央 此 在 ( Узр u>o, rh 
于 有 了 这 个 条 件 ， 使 在 求解 (7?) 式 时 ， 增 添 了 不 少 麻烦 。 下 
面 的 讨论 先 不 考虑 网 络 的 可 实现 性 ， 于 是 (5 ) 式 改写 为 


усо = Í” nene - тате het -narydr KORAM 


确 的 ， 也 就 是 说 (7 ) 式 中 也 在 .(- со, со) REER, P 


К,„(и+бу= f ÂR, Gu - 7)dr 


(— oo uco) (8) 
C7 YR ORARI ER- ERT EA A OAP ZEB pc 
变换 ， 因 | | 
[Rene hntdu 
- F x. {ve 17 ndy = el?" 8S, ‚(у 
Ге ! Вав, „еа — r)drdu 


ce че ^ 
-| f R,,(u—r)e^! ""h(rydudr 


-全 f R, Que fio)didr = S,, (о) Fido 


5, (on e! 22 


因此 — HGe)-^7$5 53 - (95 
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根据 sCÓ 和 (ty ERRAR, B sCth.n (t). ВОИН E C 
R, (r) = Et(s(t+rT)W0(t)> = Е{в(%кт)[8(%) + n(5)]) 
=Ets(t+r)s(t)y = R,.(z) 


У S. (@)el%“ 
(ANKEA Нә) = So) {10) 
而 S, (w) = 5,, (6) + Sua (20) aD 


《10) 式 取 反 变换 ， 得 
1 r S, . (о уе! mita! 
- S, (0) 
To Ee fc (Ë Y B Fi 7] 37 VR 288 
M,M,S,E- E([s(tta) - y COT? 


do (12) 


-R,,(0-2 f fcu)R, a+ udu 
+ r F fm) ÁCOR, n m- v)dudv 


1 m 
аз ge f Se (odo 


i X. cof" s. 1 (oje! sci z1dodu 


tX f r hiw fof $,,(0)6! 20 " "dodudv 


1 í 1 - 
== „3, Qo) dm — or 2 [5 (©) 


» el “| hue! su dudo 


— “Ss "Воде [ас 
+ 2A | sz KO) КА y КЕ 
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s ec 1? *dvdudo 


= |. n -2foeti8, 040 
x iH 1 2 d 
toj (BOOI8,, Co)do 
_ 1 = 2S, , (0) 
jd ex 


+ 9, ‚ о) Yao 





Š, , (0) 
. Lf tS, . (9)7* 
2л | [5..6 - 5,,(@) Jao 
°з Si Sua 
=L (2)5. 00) a (3) 


8x J.. S1 (0) + S, 02) 

МЕЖ 9] 1352, ШЖ sCO noB XPEHHE 
ERARE, 8ES..Q0)8.,C90) = 0, 加 图 7-3 Bion, ЖА 
种 情况 下 选 

[HGo)| =1 (AbT 5,, (0) 二 0 的 频率 范围 内 ) 
[HG] =0 СОДР, (wm) =0, 有 目 $,,(w) 志 0 的 频 
率 范围 内 ) 

图 7-3 说 明 ， 如 果 功 率 谱 密度 3,,(o7、S。ufo) 互 相 不 
З, ТОТИ РО ОБОН, ЛИЧАТ РЬ 
ЈИЕ, ШИН НГЫ НЕТИ ЭЕ, ЗА ЖИИ ТЫВ. 

#J— mÆ rt ssC)rn(), s(t).n(t) 为 零 均 值 实 
互 不 炸 关 的 平稳 随 杭 过程 ， 


1 
H S, )7 Fo? 9.260) =} 


5598 > 





Sat) 1560) S, (o) 


AAAA 


0 
сәр c 


LA | гу 


了 








Ej 7-3 


若 不 考虑 网 络 的 可 实现 性 ， 求 最 佬 滤波 的 方法 。 ， 
解 ”最 佳 滤波 是 指 对 SCO WREE MRs), 这 时 
m = 0, й 
2+0? 


1 
$,,(0) =5,,(00) +5,.(0) = T Igi +1= гад 





= к _ $S, ġett 1 уют 
Ho) = S, (@) 7249 
1 
L í)2 —— у! 
(t) 243 





BT tco, BO =Z е/®' 0， 访 网 络 不 满足 网 络 的 


因果 性 。 国 些 是 不 能 实现 的 。 

例 二 diut)-sCOn(t)sC nC) S 383p (Ë Z 
相关 的 实 平稳 随机 过 程 , HR. (т) = Ae" 'cosost, B Фе, 
n(t) ЗАМ, EE Sala) = №, 车 不 考虑 网 络 的 可 实现 性 ， 
REEE 
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8 ”由于 目的 是 最 佳 过 滤 ， 故 ec=0， 
S, we | R,,(r)e-!*'dr 


- | Ае- IT соѕо,те-і9'ат 
1. { " Ae-#le- 1w- 

= Ae т е ARGIT dr 
2 - 
+f Ae-Plile-Yie+mnr аг} 


= l-8(o o) *tS(o-—0))) 


28A 


= 全 -plriea-iat ағ 
Ex S(@)= f ^e e йт= "EE 


HFP, Boom 






5..9) Suto) 


Sa) M, 
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D ————— 


ВА 
S, (0) = ETARTE 
BA 
РА + N (ою - a + B°] 
Wt £f (ELE АО Ri] 59] 25 ЭЕМ 
M.M,S,E- Ei4[sCt) 一 yt 





‚м . 
H (ko) = 


l 5.,(0)5,.00) _ 
= л | 5,00) +S, (0) do 











BAN, 
= АЗК E Go = op © 
1 ВАМ, ` i 
z ВА + М, j. =1 ур М (@ = 9? /— "40 
BA + №? 
_ 3 ВАМ, Гама, ` 
^om PA + N.R: 


UR NZ 


若 不 利用 观测 值 nCO 的 数据 ， 则 SCO 的 估 值 为 零 ， 这 
时 的 均 方 误差 为 
E4Ts(tft)=0J = R,, (0)= 


BN» 57, WIR IER RUNE Я УМ, NS ERA, 


XH LEGE КОПКЕ BERE RO E. BMR = 3N, 


A 1d. 
2773 


出 M,M,S,E- T R, 0). 
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86 可 实现 的 最 佳 系统 
(具有 因果 性 的 最 住 系统 ) 
8$5 中 已 讨论 了 杂 果 不 考 嵌 网 络 的 可 实现 性 ， 可 以 采用 傅 
开 变 换 方 法 求解 维 纳 -~ 霍 夫 方 程式 ,但 是 在 实际 河 题 中 必须 考 
夸 网 络 的 可 和 实现 性 ， 这 就 必需 求解 $5 中 的 方程 式 57) ,地 该 方 
К,„‹(ипи+а) = 人 ROR, (Ca 一 r)dz 
= l'&con. ,utd 


(0= u= oo) сту 
BARA 0<u< оон, dE u<0 时 该 式 是 否 正确 我 们 
并 不 知道 。 这 里 定 闵 一 个 函数 


= ` 
ác) = R,. «n -| ÉR.. -ndr GO 


W usop = 0, ñ W aco HRA A Фот) з, 
X Cuy ma ЫЛЕ ЖЕТЕЛЕ, СЛУ U SE b ОЛЕ, 1 


ФС} шу = 5, Oe! Sr (0) Bo) (15) 
ФО) = [se ena 

S..Q0)- |7 в. дет dr 

s.c» | R, (етт ад 

Ho) -F hrtye-iesdt 


用 p 置换 (15) 式 中 的 jo, H4g $(u) 的 双边 拉线 变换 
. 6025 


m amictus cnt осом iama dues = pn 





PP) = S。， 4) e? ~ ѕ,,(-?)Н о) (18) 


НР 0:220 нў $(u)-20, ñE 
Ф(р) = Ww 

Q (p) ТЕЛЕ Е W Ta] W ЖАЮ А, Wk ó (p> XE Zz SEC TRE A RET DR 
г. 

REPE Е.т 是 有 限 项 指数 函数 之 和 和 ， 则 5,00) E 
o* 的 有 理 靖 数 。 在 这 个 肯 设 之 十 ， 维 纳 -屠夫 方程 式 就 可 以 
注 较 容易 地 求解 。 然 而 ， 在 许 儿 实 奈 问题 中 ， 往 往 可 以 用 有 有 
Шш ЕШ > ЖП ЖОШО 7(t) 的 相关 请 数 ， 肥 R, (OTE 
ETERA УА “的 形式 ,因此 这 一 假设 的 限制 性 并 不 
十 分 背 刻 。 在 这 个 假设 下 ，S,(- 了 了 уйде рону ва (ЙРЙ 
ДЕЕ), METZ RR Ех. 

p Ар?) 
TOR an 

ADAPA, Bop Eph р? ignis, НЕЖНЫЕ 
3. FMA AC B) Ж БЕЛЛ ak 28 РЕА K Вр?) 的 最 高 


ж. Bits a seb S (--) ин РК 





5,.(-ү-}= SH a0$;. (P) ав 


GADA COR AE ДОТ KOP РС ЗР ЗР ру, BEST Cp) 
ЛЕ ЕЗЕШ AA РАК. SI (Pp) 的 零点 和 极点 均 位 于 右 
PFPE, BE SI.O0» ZEZEGECT IL P3 79 RE DT РА ЖД 

(16) S RT Bic Ej D 


+ 603 。 





Ф(р)= $,, cer - S1. S; OD Н(р) 





p 
s — jeft 
oq) З) ыу 
S;.(p) ^ s,(Q) St, (PMH (р) (19) 


(19) 式 中 证 中 ле pop P NT ЖК, 





Б йт) 是 可 实现 网 络 的 冲 数 确 应 ， 故 A eoe Y 
BLA ABER ROI. 因此 SI, (р) Нор) ZEE EL Ж ЖТ 
йй. E 


P 
S.l le" 
Gon САТУ" 《207 
SUO) 





根据 (19) 式 ,为 了 保证 (19) 式 左边 e E 在 左 半 平 面 内 为 


解析 函数 ， 要 求 GLp) 在 左 半 平面 内 的 极 点 就 是 入 (Cp)S3 
(p) 在 左 半 平面 内 的 极点 , 而 且 它 们 在 极点 的 留 数 应 该 一 致 。 

对 GG» 核 分 项 芬 式 分 解 ， 使 GCp) = б, (р) + б. (p), 
С,срэ 的 极点 均 在 左 半 平面 内 ，Gztp) DUE ECT AGE 
HA. RIE 


Gia» = H6pySt, (p) 


即 Rao gm a» 





GIDSRAUB T А-О? ORE „КЖ ОЕ IE PR 
ФА ЖЕТЕР) ЖЕ, БЕЛУККЕ УГЕ ТЕ 3 ARE е АГ 3: Ж РИ] 
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ERG ИЖЕР o b ГЕ ЖЕШ Ш Oak Shan non Bode) 
两 人 提出 的 。 
Pa 106) = (ук псу, s(t}, n(t) NE BJ jË rr 


ЖЕ ЖЕ ЭЗЕР, H Ra (DR ens Nu 


7500, 和 用 (~ оо, t) 范围 内 ?tt) 的 观测 值 求 S CO ng fi di 
估 值 s(t)。 , 
Ж ЖЕЕ А O- oe, 0 范围 内 只 t) fo uM e 
获得 s(t) 的 最 作 估 值 ， 因 此 wx=0， 和 根据 (16) 式 得 
g PN oa ЄРҮ 
dp) :8..( Р-) s,.( i JA 


3 





因 R,.Cr)- е!" 
. i ог 3 
则 S, (w) = [` Ramet таг» тр 
因 (ORG) = ат) 
ДЇ 50.60) 21 
ЛА а М - 3 4 + cz 
im p! = =- B 2 
Bret Sartor = S,, (00 +5, „(Фу T+ o? +1 lta 





S B) p'-4 (p t 22€p-2) 
'' I 2 pl (p+ (5-1) 


^ м 
FRES, 7), 使 S。， P) =- St. (PS: (р), 


其 中 sieo = ML, RPA, BRITA APH P 
5;4(р›= т, HFA BASE THEE ТШ, 
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К., (т) = FE4s(tT+r)nü(t)>* 
= Ets(f+rT)[s(t)y+ n(t)]) = К, ,(т) 


TOI 


MCN 


— „РО ш 2—2 3 _ 
Si. (p) p-2 (p - 2)(р+ 1) 
р 


р 
因此 Seems zen. -个 极点 














Si, (p) 
iTA. H 
、 _ 5,,р/]у _ 3 
GOD 778745) ”二 
1 i . 、 
=+ ~ Bia CO) + Gp) 


LRG = уут, M G.D 的 极点 为 1， 它 位 于 左 


Nifi A, 其 留 数 为 : De 9ср)&;, (р) 1% d nz GC 的 
SOS =, WH B OST (O0 在 该 极点 的 留 数 就 是 G,(p) 在 
该 极点 的 留 数 ， 故 











Qu 1 
HOST, 2G) = тт 
l 
a _ Ор) _ p+1 ___1 
HO? = SE (D pt2 — p*2 
р+1 
s -21 t> 
pua heo-( C9» 
о («D 


根据 和 (cp) 可 绘 出 其 相应 的 网 络 原理 图 , 见 图 7-5, 图 中 C =1。 







(Р) = FH) + At) cC 30 = "TT 


7-5 


例 二 ”如 把 例 一 中 的 过 滤 疝 题 改 为 最 佳 预测 问题 ， 即 香 
ЮН C- cot) P3 CO 的 观测 值 对 s(t+ ta) 进行 最 侍 预 测 , 求 
实现 最 佳 预测 的 方法 。 





SB P B 
| жй а=, ШЇ5,.{--), 5. ( T sim im 
H. HB dS CIS) xx 
P ер» 
Ф(р) s NN 
S:. (p) SO) Н(р)5+,(р) 
рг" 
而 一 人 一， < 人 s. Cer -G(p) = Р-2_ 
S;, (p) P p-1 
25 Š en 
(pr Dip-2 


GCp)TEZE ECT fii PERS B 52 - 1, G(p) dE p= – 1 АУ 
H lim(p+1)G(p)= е ti 
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eto 
i GP) = FT 
JW 0212045 
ert 
= -th 
Нер) = РУ sie "BP 
pl 





y= 50:1) 


Eq 7-6 


如 果 要 改变 预测 时 间 46, 只 要 相应 地 调整 放大 器 的 增益 ， 
就 可 以 获得 st+ tn) 的 最 佳 估 值 。 

= Um 

设 有 零 均 值 实 平稳 随机 过 程 s(ty, EHU H ES 
R,.(r) 2 gie 9r! 
利用 《~ cot) 内 对 s(。) 的 观测 信 求 对 s(t+to) 的 最 化 人 
ESCE + to), | 

Me ВТСП БХЯ, JURE ETE, 
S, (9) ^S, (0) «S, (0) = A gr 


+ 808 * 





| m сз Е 
S. d) с BE > VUE з =S;,(P)S; (p) 





N ñ vapor . 285 
s = Pe S: (p) = _М2бо_ 
设 HIS pef" (p) гра 


Р ptp 
cy СЙ) = 0200 еро 
5;.(р) р+ё 
=G, (p) + Gtp) 
Ср) 在 左 半 平面 内 的 极点 为 -8， 在 极点 上 的 留 数 为 


lim (р + 826,(р) = іт (р + Gip) = wv 9poe tte 
p-- p=- 





全 GP) v2poe-*™, abo А 
н = = 1 = = Bt, 
(р) Sk (p) på / ptg ^ 





Ë ct) = еї бо A(t) 
^ = д . 
s(t+%t,) = f һ(ту (1 — rdr 


> А 
=Í h(r)s(t- r)dr 
" 


=e-*#t st) 


E 7-7 给 出 了 最 佳 预测 网 络 。 





5) | 
3 tt) = ee suy) 


E T3 
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其 预测 误差 为 . 
M,M,S,Ez E((sCt -t,) — s(t +t, 12у 
= КЕССЕК) — SCC BF 0,2 501+) 
-R.QQQTet RO) = о] ett") 
本 例 实 质 上 就 是 84 中 的 例 一 ,这 里 是 用 另 一 种 方法 获得 
了 相同 的 结果 。 
їй и 
BAFER TAMIL 500), Жор 0 Е ра ЗК 
м S. 07 тра 
利用 C- 9o, t) [A sCE) КУХИНА Я stt+to) уй t Bü W g 
s(t E tu), 


Б ARRENA 


e yr zl л 
R(T) 72 cos( 7 T 
ATEA ИА, d 
5 -s _ _ 1 
S.,C0) 28,, (0) 2 8,, C0) = Tio 
Pj e (PNO d 
Еа 
і 1 








реку р+1 pv op+ti 
=Si,(p)S;,(p) 


` 2L 1 
ix Si (p) = pty 9 D+1 


S;, (p) 的 极点 位 于 ~ Zu + ууз BRE, 
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S;. р› Ei PN A ABE ЕШ. iË 
S; = —— 

55.0р) BRANT y + Ур PIERREA, 

S,, (p) 在 左 半 平面 内 是 解析 函数 。 


Qe" er" 


Ср) = S;.(p Рр 2р+1 


GO» 在 右 半 平 而 内 是 解析 函数 ，G(P) TRAP S= - ч 
ГЕ 





QU 02336701 





. 1 
B 
G(P) 在 ps= ~ iy- 1 БНН 
: e*t 
lim (p+ v2 +] 5 t. 2ptl 
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Gp? 一 - 7 
i P j 2 p+ 1 -j -二 
а v2 35 
А eC 1 
2 1 1 
БУЗ Vz * 73 
(eig ite 
Jem [erg 
ja pP'rw2ptl 
1 1 -i4 
+—— — jei 
_ Un | 
P+ gpl 
-大 
=. pe ` 
1 1 . 1 1 
+ — lsin- Še 605 
10» z) _ 2 











+e (соз —t, + sin 一 Lt 
v2 ^ viz 


=Kp +L 





— 4. 1 
Дәр Кеуде з ат, 





所 以 htt) = Ka? (ty - LACE) 


ШЇ БЕ fE БИШ ISI 25 D zo НУ h CO 由 两 个 奇异 函数 组 成 , 它 说 
明了 stt to 的 最 佳 估 信 仅 利用 了 + 时 剖 的 stt) 值 和 时刻 
s(t) B SR s CO) 18, Вр 


^ 
s(tct)-Es'(t)rLs(t) 


87 离散 形式 的 维 纳 滤波 


85、96 中 讨论 了 连续 随机 六 号 的 维 纳 滤波 。 若 输入 过 程 
是 离散 参数 的 随机 过 程 ， 则 对 $5、5§6 两 节 中 所 采用 的 研究 
方 活 作 适 尖 的 变化 后 ， 可 排 广 为 离散 形式 的 维 纳 滤波 。 

sinj Ж v[n] 是 零 均 值 离散 参数 的 实 平稳 过 程 ， 而 用 

п]=5[п]+у>у[п] CT) 

т [л] 代表 随机 信号 ，2[a] 代表 了 噪声 ， 现 在 的 问题 是 用 
"Lm ] 的 观测 值 的 线性 组 全 对 s[nJ 进行 估 值 

s[nJ= Y! 4[n-k]h[k]- Y] 0 [mjh[n- m] (2) 


ke m= = r=. 


问题 可 归纳 为 选择 h[kJ 使 均 方 误 22 ELEn- s En) 为 
最 小 。 
根据 正 交 性 原理 ， 均 方 误差 最 小 的 条 件 为 
E{( stn1- у mEn- kgh Ck) utn -mi}=0 
{мм oo< m < со) (3) 


或 R. rm] = УЛ R,[m-k] h [k] 


k=- œ% 


{(—чсо<т< со) (4) 
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‹3), (4 ) 式 中 没有 考 患 网 络 的 可 实现 性 。 (4 ) 式 代表 一 线 
性 方程 组 ， 解 之 可 得 hik] 
对 (4 ) 式 两 边 取 人 变换 (2 = eto) 


5,.(27)= E К,,[т]Ё "= Y? R,,[m]je "т 


Mme- = – оа 


S,. 2) = x R,.[k]Z-* 


к= - = 


E ~ А 
Н (2) = У! h[kJZ-* 


ke-2 


TES, (Z)= Y) R.,Em3Z-" 


Mme – = 


rix R,.[m - К] bre z- -m 


m=- k=. = 


- x Y R,,[m-k]Z-"-* h[kJZ- k 


k — - = m= 


PU 


BR НЕКЕ 3556 BJ RARE ARO 


S,, (Z) 
S, (Z) ‹5) 


最 伴 佑 值 时 的 最 小 均 方 误差 为 
M,M,S,E- E4(stnz- Sn) 
= E((spn]- s[nJys[nJ) 


(2) = 


BMS 





=Е,.[01- Y? R.. ЈК] C6) 


Bu Га] +» в] н ЖЛ =), M 
R,,Ck]= Etsin + kitstnj+1n]) = В, К] 
R.,[fk]- Ега + кә -v(n + Кр tstnd + vEk)2) 
= 起, ,FEk 了 + [k] 
于 是 S. (2)25,,02) 
S {Жу=5,,(7у+5 (Z) 


S600 ` 
5 (Жуз (Z) (7) 





^ 
Нед) = 


Fi— iin] ЕЮ. НҢ 3: R.. Cm] 
2a" Fah 0<а<1, [п] ЕҢ Н, HR. (m i= Nërm], 
"tnj-sfn]«e»[n], ЯЛ nim] EI WN {НЕ Ж] s[n ] 进行 最 
(EE. PRSE RA RAE, Rn 

& 5 (Z)=N 

5, , Z) = Y aZ "+ > a"Zz 


Шш — с> 


а-а. 


“(@+7 aa) 
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i bib aba. 0а ау 








Zy- 
n HOD = CH Br 
1 -1 
а-а) b-b-' 
| b-p (Z+Z-')- (b+b y 
A ania k 
故 87] = тъ bU 


根据 (6 ) 式 ， 最 小 均 方 误差 为 


M.M.S.E=R,,r0J- У в, „гк к] 


K--a 


4 >=> (ab) `) 


_ a'la 1+аһ а-'-а 
l--N(b^2-Bby flab“ те 


Ша= 0,8, №= 1, Jg 





brb'zara^t, X-(a-!-a)-2a7 


2 — 
70.8 25 b= 0.5 
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1 а 一 一 一 一 Ü 
яа ҺЕЈ = х г - Ы — 0.516 
0.5 -0,5 
-0,3x2' 
М.М.5.Е= ČTE 20.3 


ЕШ RARE RANTA Ср ЖЕ Ж 
绕 的 因果 性 ) ， 这 基因 为 在 ( 2 ) 式 中 数据 nm J 的 观测 范围 
是 从 - оо оо, 事实 上 ， 在 共有 因果 性 的 系统 中 ， 当 kE<0 
Hf, hik]J=0, 

Z Y ЕКЕЖ}. MEH Коні, hCk]= 0 HAE 
РЕ ЫЛЕ ДЕЕ ЛИШ» EO 2 ) 式 改写 成 


5га] = Уулга ~ kihtfk3 


= > fa]hra- m] (8) 
(8) 式 规定 了 数据 红 m] 的 观测 范围 是 (- оо, n], 
利用 正 交 性 原理 。 
i E((stn]-S[nDu[n-k])-0 (kz0 
或 E((stn]- Y? иа – 1) АС) ~ k} 
= 0 (Е 520) 
或 R.k]- Y? R, Ck - 1800] 20) (9) 


4—0 


(9) 式 称 为 离散 形式 的 维 纳 -省 夫 方 程式 。 它 仅 对 k>0 E 
正确 的 ，E<0 时 是 咨 成 立 ， 我 们 并 不 知道 。 
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设 CE] R.,Ckl- Y: R.,rk - 100) ao 


imr 


A, S k>0Hf, $Ck1- 0, 34 k<, @Lk 1X f, + @ 
AAE. Mick, brr]- 0, 
对 (10) A 25, 得 
Qo =S, , (Z) -S,,0) H (=) ai 
aD Boo = E gik Jz" - E фк} * 


k--- & = =o 


5,„(Ю= У R kp 


Е = 5 


ѕ,,0) = E R, Eke“ 


Е - а 


Я г) = У bri 


kD 


D H oL R ñ 45 变换， 故乡 (2 在 |z21<1 内 为 解析 冰 数 ， 
f О Iz» 1 内 为 解析 函数 。 ЖШ (11) Ф(2). Ho 
为 解析 函数 的 条 件 可 以 求生 (2)。 其 方法 与 人 6 所 讨论 的 方法 
3t fot. 

А 5., (sS, (°) =5,, (0) z0, ОНА o BB ER 
3, H S, (уяр 

S.,.0)2A*(z)À (2) 

HES. ЭРЕ A (=) 和 它 的 道 在 |z| > 14% л, A í C) 和 它 
的 道 在 jz| 之 1 内 解析 即 在 lz| Сару A DREA, Ra 
于 是 Qi) =S, , (2) – A* X) AT (23H (z) 


Фб) _ 5..0) _ A+ 
或 A- 7 A A" (z) Ho) (12) 





* 618 = 








aD sth EO 在 1z1<1 内 为 解析 函数 ， 另 — 20708 
At (z) odis z] > 184 2 EDT РЕФ A* (z) H (УЖЕ z3E 
面 内 有 极点 , 则 该 极点 必 位 于 )z| CLE A - TG SaO 可 表示 为 


S, (Z) тх - 
Acc) ^P (zy + B- (2) 
其 中 B* (z) 的 极点 必需 是 A* (2) Hob ж, LOE 
极点 的 留 数 必需 等 于 A ° GO E co 在 极点 上 的 留 数 ， 即 
В* (2) = A* (zy H (zy €13) 
ШШ B- (az 在 |zl<1 内 为 解析 函数 以 满足 (12) 式 的 要 求 。 因 此 








人 В+ {ж 
Ho) = AC) (14) 
例 二 “与 本 节 俩 一 一 的 假设 相同 ， 若 考虑 系统 的 可 实现 
性 。 求 s[a] 的 最 佳 i & 82], 即 求 最 佳 过 滤 的 方法 。 
М H 1а] = 0) + v[n) 
Е(ѕга] 3) = 0 
5,,(2) = № 
5,, (2) = 0 
a- at __ 
(2 +271) — (a + а!) 





S..G) = 


S, (z) =Š. , (2 
S., (2) =5,,(2) S5, (2) 
NELLE "xen 
B | (#+2!}-(а+а ) 





* 619 + 





i aac уат: -а) =b+b-! 





aw +Z ))- (b+ b 1) 
m 90) = N (z4z3)- (а+а 1) 





_ K Kb 一 z) (1- 71251) 
a 





设 S, r Z) = А* (2)А (2) 
”其 中 Atg) = 220 
z-a 
A^ (z) =N "три 
— a 1 


РЕЛЕ a <i, Ж йш b< i, Pb CSI PEA OW 
FA. RAHETERA ÆI «15D ， 故 At (z) 在 
lz|> iA Т W САЗ EOT Ez >l 内 也 是 解析 的。 而 
A (DAEA. RM Z5. 

与 ， (Z) (а — a-1)z 


A (2  N(z-— a)(z- b-1 





cz cz 





-a-ban 


В) = z- b^“! 





Eta) . 1-ba',. 1-а! 
А") ж-Ъ “ 1— bz-! 


5s 
Н (х) = 
= (1 - бат!) (1+ 27! + b2 4 e Баъ) 
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^ (1—ba-1)b" (nz) 
n Ва] -{, (п<0) 、 

H co M sex ЕЕ Fe [Н КЇ eet PEE EE. hrnl Н mp 
П. ВААР АННА, А-НА, ЖАНА Я, 
图 7-8. К АНЕЛЬ 388 






е = 1-60! NEN 
[n] ^ 
Ji 


afn]= s [n] via] 


图 7-8 


Sn] - bstn - 11- etn] 
inERa-0.8, Мез, Hi.b 0,5, 


с=1-Һас! =1—-0#9 р 0,625 = 0.375 


0.8 
A 0.375 x 2" (nzo 
па] -{ ‹п<0) 

景 佳 稍 计 时 的 最 小 均 方 误差 为 


M.M.S.E= Е{ (Гај -SCn]) 二 
= El(stn1- у sin -1]h (i) sn] 
= к,.03- SOR. 0J E (15) 


由 于 本 例 中 R,,L m .]= a 
+ 621 = 





R,.[k]7 R,,[k] 


# M,M,S,E-1- Y'atx0,375x 27! 


к-п 





=1-0,375 


系 较 讽 一 和 例 二 中 最 小 均 方 误差 可 知 ， 具 有 因 困 性 的 系 
统 产生 的 最 小 均 方 误差 较 大 。 
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以 上 各 节 讨 论 最 佳 估 信 时 ， 均 利用 了 均 方 误差 最 小 作为 
最 佳 的 准则 ， 因 此 均 属 于 均 方 意义 下 的 最 佳 估 值 问题 。 其 
实 ， 还 可 以 采用 其 他 的 一 些 准则 来 定义 最 储 。 本 节 采 用 输出 
信 杂 比 达到 最 大 作为 最 佳 的 准则 。 雷 达 系统 中 采用 的 最 佳 接 
收 技术 就 是 利用 这 一 准则 。 

在 雷达 系统 中 ， 设 s(b 代表 雷达 接收 到 的 目标 阿波 信 
号 ， 它 是 一 狂 定 性 信和 号， 其 傅 兵 变换 为 Stjo)。 设 接收 系统 
输入 端 背 景 噪声 的 功率 谱 密 度 为 So)。 将 目标 回 波 信号 和 和 
噪声 同时 适 入 线性 时 不 变 系统 GERAI) 。 设 该 系统 的 
转移 函数 为 H jon, 。 设 了 ,(t) 代 表 回 被 信号 经 过 线性 时 不 变 
系统 Но) 后 在 t 时 的 输出 信号 信 ， CO 代表 噪声 经 过 
Hgo 后 在 + 时 的 输出 值 。 于 是 在 t=t1 时 ， 访 系统 的 输出 
信 杂 比 为 

Yit) 
күз) 
(1) 式 中 Y1(t0 492 а B UU Fc 2р ж, Mi EY: 
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oit) = C1) 





(60) 代表 t m AR in И! ун 15 ж, К 

3Ufc BA Зр ДЕ ЛП ГЕ 8 Hg КЕРН 35 ДЕН (joy, ME t t, 
ПР НАНАК. ix HE | HJ Т SW Hi Të 28 H: Re АЕ Ж 
ТЕБЕ С ЖЕЛІ. n 

ЖТ ЖЁН ERE ЮН (јо), ЖЕТА. 


E Fi, (у= Н Оо)5 Qo? (2) 
p.d Y(t = =- 去 人 Н (jo)S (jo) e! "do 3) 
因 Зу (2) = |H (јо) fS. (0) 


Ш EIYiCD)= Бу, 00 = Л} IB Go) S.@)do (4) 
TE, 根据 (1) 式 ， 在 t= 时 输出 端的 信条 比 为 


viad _ H. н јо) фоје =, ao] 


EO =- ~ ait 一 
e? 7-yiYid) 


27 [OE Go, endo 
(5) 
更 利用 (5 ) 式 ， 研 究 如 何 选 择 最 佳 的 转移 函数 H Goo 以 使 
ct 达到 最 大 。 
定理 ”如 果 选 择 


На) = KS expc- jot) (61 


其 中 为 任意 常数 ， 则 可 使 (457) 武 中 的 Pt 达到 最 大 。 
证 ”利用 柯 西 - 许 瓦尔 莹 不 等 式 


regeo del оао е figo аа (7) 
设 100) = H Ga) IS, (0) | (8) 
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go) _ _ SQo) i elor, (9) 
iS, (0) 1 


ПК Н Ge» |5„(а)]%—50® en а! 
NN ` |5. (0) [+ 


3z| IH Go) |. (0) до 





ШИ get = 


1(^ 15) |? 
= —— puse _. 
Sgar- S.(Q») do 《107 





Ist R ЖЕЕ ЖЕК ИГИ, RAH to) = kg Bd, (7) 
式 中 才 使 用 等 式 号 。 因 此 当 
S Ge» 
iS. (o) | 
Bj, otot, PERI 


- 1 d$del*4 


讨论 ТАТРЕ АА, HP Sato) = N. M 


Ho) = 0 Soy ee 
Ü 


Ноо) = Е edt 








Key EAA GED Miis. My od. ЖЖЖ Ж 

dms, ЛБА Н Ge) = Sore t. MEERA NAM 

жй БЕР АН ЗОЯ есте, В, ИЕ Н I. 

прн НИЕ ЯВ, НАН Ио EIERS. 
БЛ Е, ЗРО ВЕЕ DIU BU РВВ АО, 

if {А NOE B i Rh Е ЗЕ ШЕЙК, Kk, Эзо 

ЖАШАРА НИ, ЈАЗ ДЕШ B| E BÉ < 
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值 。 
例 一 RRAHURA RE 
700) = sct) + n(t) 
其 中 stt) 代 表 信 和 号，s(t) 为 个 ,70; 间 的 一 方 波 脉冲 ， HUE 
291, BD n. ПО КЕГЕН, EIRE E NS R 
TE t ет, ДОТНО PS Ka E Re 
М 给 入 信号 的 频谱 六 


5 den = s(tye-'" dt des 
= l (рес) 
jo 
ЖИЕ, ЖЕТЕ t= 7 处 获得 最 大 输出 信和 杂 坟 ， AEE 
ik SR H (јо) 为 


一 
Ë 
Е 


根据 匹配 滤波 器 的 复 转移 函数 台 (joy ， 可 画 出 匹配 滤波 
器 的 原理 的， 见 图 7-9。 . 
图 7-9 中 外 揪 理 想 积分 电路 、 理 想 延 时 器 和 相 减 器 。 匹 
矶 滤波 器 的 冲 激 呈 应 为 
M k 
h (t) = к." — u(t- тоу] 


式 中 u(t) ТЕС АК, TOE DPD YEDOROUROURERUMD 出 端 
信号 s(t>B mp 28 — = f8 08 EX hh, D. Hp 7-10, Р аур 
dem S(O, РЯ ЕАСИ О GEN КЛИ ЛУ, СО) 图 表示 在 
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匹配 滤波 器 输出 端 信和 号 “二 的 输出 波形 ， 这 输出 波形 与 s(ft) 
相 比 有 了 很 大 的 暑 恋 。 丐 配 滤波 器 的 作用 是 使 +=ro 时 和 输出 
信 淋 出 最 天， 以便 说 别 信 号 的 存在 ， 虽 然 波 形 有 很 大 的 时 
变 。 
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在 本 章 §1 中 尘 论 了 均 方 信 值 问题 。$2 讨 论 了 线性 均 广 
信人 信和 问题 ,$3 讨论 了 用 正 交 性 闵 理 研究 线性 均 方 估 值 问 占 , 皮 
利 朋 亚 变性 原理 在 指 号 与 噪声 之 和 中 估计 随机 信号 的 参数 ， 
„6527 ° 





ERATA TAER- ARIDE, MERREN HRM 
Hn, AMARE, MET RAR ШИ 
KELTE, ТАА RATASE. J (Wi 
运算 ， 提 出 了 了-- 种 递归 方法 。 下 而 先 举 一 例 。 

HARARE n (t) 的 信号 s， 其 和 为 9 Xj n dtf RUE 
RA, RAPHA n = s+ni，i=1,2,…k，i 代 表 第 计 次 
ЖИЙ, n 代表 附加 噪 吉 的 样本 ，s 代表 信号 ， 在 本 例 中 它 不 
是 时 间 的 隔 数 ， 厕 是 一 随机 变量 。 为 了 简化 讨论 ， 假定 5 
füin,, i=1,2, = PJ k SE EJ EEG RE T 8E. ,还 假定 jj 时 
Ein,niy=0, PRERANE О + 3 Жу, Emi 
=o, i21,2,-., Е(8)=0*, H Eisn,p-0, HU E SE ЯШ 
E KRMA nos ship s, AT REN E: EU Jy UE 25 
最 小 。 


现 采 用 线性 估计 。 设 ss = Dan, AEZH TI 
以 证 明 @, d 后 是 的 最 小 均 方 误差 的 估 信 , 则 at = 了 万， 其 
中 b=- 号 ，i=1,2,…,k， 而 最 小 均 方 误 关 为 





(M,M,S,E),-e, =E{(s— S)? }= ЕБ 


如 果 增 加 一 个 观测 值 cc. RIPE КАНН Р, т, 
afha vua X) Ж ЕЕ fü, 仍 采 用 线性 最 小 均 方 洪 莽 HE mj, 
RER 小 均 方 误差 居 值 为 Ska = Pa, , 


= = ens kk 
jj а ii (i 1,2, °з +1) 


© EHM 
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їй QM,S E) a a Zeva, = ELS 5 0) 


e 1 05 
кату rb n 


TER SL kA mR AE e t КАЙР 6 UN Ж 
L. ATER EE E FIKIS А E xa. ДЕ kuk yk WQ 46r 
EHI а ок, E k+ КИШИН а, (k + 1) 3 >Š 





各 系数 。 
在 利用 下 次 观 消 俏 的 情况 下 ， 设 
p.c Ecc а, (O (1) 
EAJ k ВИВАТ F, 3 
Pegi = 23 = рува (k + D (2) 
pp o Bes. Eb 2 1 3) 





р, (E+D+b ptl 
PX Ri pua BIER AURI k + 1 全 观测 值 时 最 小 均 方 误差 对 
Фо i-te. (DAAGT рх pen [ЇЧ Ж ож, 
EREE T p Ну ЖНА» AO NR ЯЯ T pe 
MJER ЗЕ ЙИ Phris MATAI СКОКА рака: Pv. ste 


k+l k+l 
1 


^ — 
irr S i= Зза: (+ DN =L arb" 


bk үз 1 1 
= — — uL—-— —— 
b+ (k+1 = brk Ер rb v+ 


_ bak $i 
b-((krD 


Lr 





1 
(k+1)+b 


к + 
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= Pki 


L3 


^ 
Sy + рар. баз i (4) 


CAD 武 也 是 一 个 递归 关系 式 。 当 出 现 新 的 观测 值 1: 时 ， 
We C4 > SC HX, saa EX Rf E s, й Ж 
By Her m y PE E. РАПТА ЛЕТИ AH- Н MK sr 
方程 求 k + 1 个 观测 值 时 的 各 个 系数 atk+lies ID, 5 
可 以 直接 利用 递归 公式 

Sea 0844, Scb Du fuga (5) 
Jt SECUN) Jr AR 2E E 8 EJ Bi, 
现 仍 用 上 例 的 各 种 假设 条 件 说 明 如 何 利 必 递归 公式 

(5), 

(=) 进行 第 一 次 信 计 。 这 时 上 只 有 一 个 样本 值 M 
i в = Буй, (6) 
比较 (5)、(6) 式 可 知 ， 在 利用 一 次 观测 信 进 fi Mk fü 84, 
认为 上 次 的 情 值 为 0， NIS, = 0, 根据 正 交 性 原理 





Eis- $0m)-0 
Bm E (eth) = 0 
Wm np =s+mn, 
t о - 0,00 ъа} = 0 
_ oi _ i ha TA 


e, = E{e?}= E((s- 51) = E((s- s)s) 





b т 
=gi— bio: =o- TEB = руса (8) 
zt =p = 0; (9) 
Ua 





(二 ) НТЕС Ж mef 可 以 利用 二 个 样本 
* 530 * 





isiat SHEIT o 2а 
S, = ñ, з, +b,n, 
利用 正 交 性 原理 , 
Е {е7} = Е{(з— 07) = 0 
Е iea} x Ei(s- 8) hj = 0 
H £j = $— ET =s— ass, — b,n, 
= {Ss— s )a,+s(1 -_ a) — Бу, 
(3584820128, KAM Е{(®—50)} =0 
üz (L-ap) Efsn) - b,E (nin) = 0 
ia E(sr)-Eistsen))-oi 
Ел} = Ris+n) (s+ nj 
=E{s: + Е{вп,} + Eisne} + E{nn,} 


=Els) =o! 
故 1 一 as =b, 
MODs Eisn) — AaB {ss} – 0.8070) = 0 
而 E(s9,? -Eis')-oj 
Е{77) sai toi | 
ix boi =@ї(]— b.) -aEtssn) 


(M,M,S, ED, =e, = E(S- $)*) = E((s— 5з) 
^ ^ 
= с -Е {5,5} =03 a| (ss) — b,E (sns; 
=g! (1-b) -а,Е {5,5} 
A ^ ^ A 
由 于 Eisi) = Е{95}) *Eisn; = Etss} 
Tk (152 3k B| BUE ^ 
ъа? 2gi(1—-b,) —a,Ets;s? 
比较 (16》、(47) 两 式 知 ez = boi, W 


°: lp, 





了 Ps = 


‹10) 


aD 
a2) 


a3 


4 


(15) 


(16) 


(17) 


(18) 
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X BR] Kiss) = 五 fb 人 sy =b Egis} = bot (195 





GDATA (17) Ë b,c1 0$ bp ~ a,b,c; (20) 
H O3 af n a, = 1 — b, (21) 
利用 b= °>, bis IL (22) 
(21), CDRA COR, WAI 
Pet (23) 
(=) FH LER as Hb... WEAR 
Еќе,.,71) =0 (e-L2,kkeD (24) 
而 ёкъ 79— $4, = ST ау Sy Pas 
= аку, (7 su) +6(1— а) 7 Pas (25) 
paa Eits- sf) = 0 (1=1,2,--., К) (25) 


фр Е{[э(1-а,,,)—Бк,, ну, 171] = 0 (1=1,2,:-, k) 
因此 1-а, i= ber . 
D Av. = 1] Drys (26) 
(260 SUR CHO UE — KA (260 АНТ а. ЖЫР... 的 关 
£, Pili | 
Skai 二 和 Hrga (rsim Sk?) ñ (27) 
(27) 式 说 明了 第 (roD RAER k 次 信和 值 s 加 上 一 
个 校正 项 。 校 正 项 正比 于 第 k+ 1 次 观测 值 和 sx 28, ЖШ 
BIBIT b (CD XEM XH AA. 
下 面 进一步 计算 brass s] 
E((S- Sim ub 70 
Е {shx}? =oi= Ets Exi ai) 
= E { (Argi Sk + bi, Tua 

&k Бор = 0 (1-6,1) ak. E {в 151) (28) 
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Ñ M.S.E) 6k =Е{(з— 5D 
=E (ss sy=oi - a EC S) 

-benio bis) oto ass Ез.) (29 

RB Eís,7,,,) = Et{s (S+ ni,,) ) = Eis,s) (205 
GORIA (280 yK, SR EE (29) ARAME n] Agr 


e,, =b, Gà 


或 b = ES Drta G1 


MOR UDR, GOTA 
b, = p. (k = 1, 2, +) (32) 
Ho err: = E((s- s.,,)sy 
= Е{[8- з -besi (Ау 7 Se) JS} 
-e,-b,, El(s 4 n,,, — $,)8) 


zB,-b,,,e,-e,(1—-h,,,) 











e e 
Tor = Pky; = оз (Lo Bks) = р«(1- Pet) 
故 C +P) Phy = Pe 
Prai n 1 
或 P. l+ Pr 33) 


(33) 式 是 ps 的 递 扒 公式， 通过 它 计 算出 Pe， 于 是 可 徊 
he 1250, TG dE pa (COHERE S = 0,00 


e - E((s- $2) = Els!) = o 





_ е © _ 1 
t P= aia oi b 


根据 (了 )、(9 ) 式 
* 633 = 


1 b 
=b = = = Po 
p.=bi i*b JI lt» (34) 





(34) 式 和 (33) 式 是 一 臻 的， 于是，Ps 的 递 推 可 以 А S, = 0, 
po = iJ. 根据 


А А . 
Syal = 和 Sk + bs Tir 


= ^+, (Hua T Sry 


可 和 画 出 两 个 递归 售 信 器 的 方块 图 ， 见 图 7-11。 


TERE 





图 7-11 


* 654 * 





$10 ”随机 信和 号 的 递归 线性 均 方 估计 


上 藻 提 出 了 采用 递归 方法 进行 线性 均 方 估计 。 要 指出 的 
是 上 节 中 对 所 讨论 的 信号 作 了 一 个 闫 格 的 限制 ， 认 为 被 估计 
的 信和 号 基 不 随时 间 变 化 的 随机 变量 。 人 但 是 在 实际 问题 中 随机 
信号 是 一 个 过 程 ， 是 以 时 间 为 参数 的 随机 过 程 。 现 在 的 问题 
是 ， 当 信号 是 内 时 间 为 参数 的 随机 过 程 并 且 允 混 有 了 噪声 ， 那 
人 么 ， 能 背 利 用 递归 方法 对 混 有 邑 声 的 随机 过 程 进行 估计 。 为 
了 和 便于 讨论 ， 假 定 被 想 计 的 随机 信和 号 基 一 阶 自 回 归 过 程 (也 
ЖАК Ж, а-а Ама) 
(—2 ФА B — Br E АХ? 
—@ B BAHA F IE 51:577 fa Br zk Е 
S(k) -as(k— D w(k—-1) (а<1) C12) 
CDRT wio EHARA EROS RES, B 
Eí(w(k); = 0 
0 (kasi) 
аё, (1= k) 
CI) а &# dg. DORTH 7-12 Bros Ж Е 





Ере (ж) = { 


Fik) 
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图 说 明 ， 

图 7-12 说 明 ， 如 黑 以 Ww{k 一 了 作为 输入 ， 则 在 输出 端 
可 闭 入 一 阶 自 回 归 过 程 s(k)。 图 7~12 所 和 代 直 的 系统 具有 转 
[T Ed 


H (e) xev `a TELE + jasino 
В E(w(k))-0 (k-21,2,77) 
É s (ORTHA ES, эщ 
Elstk)}=0 (2) 
而 8,(0) = o$ i H (jo) |? 
= lr _ 
(1 + a?) — асове 





(3) 
„i [7 jei** 
R,(k) = L[ 5, ое do 


E 
2* ]-+ (i-r a?) ~ 2acoso 


z 
Ow * dz 


. $ - -z 
24] (1— 427!) (1 - ая) 





га (а<1) 





ж. озек. 0) = 0% (4) 


R,(k) = stal" (a« 1) C5) 
从 (5) 式 可 知 参数 a ЖР IRIURE ЖЕНЫ E B. ща (532 K 
Ej, (КАЯ ЖЕЧИ, GERERE AR. 
CORPH E o; =0， 它 表明 输入 白 品 声 消失 。 苛 
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— MÀ VI+ ————À— s ai mas... tA a mm mens 





9570, Ba=1, 则 输出 信号 SCOdE RBS Bum SE ОП ЛЕУ 
化 的 随机 变量 。 

(LZ) УЖЫ АЯР OO, s tk)y 系 -一 阶 自 回 妇 过 程 ， 
有 外 噪声 ode), 两 者 物种 得 到 被 现 滑 信 号 TOO, ШЕЖЕ 
次 取样 现 洲 时 得 到 的 现 测 秆 为 

ЖАК) = sik) + ngk} (k 1,2, (6) 

Ж ТЕРК IB] ДЕ Mi) ex ЕШ BER OX BS W NMU EE "(D 0022, 
e (k U, AKOKE RIESA s COSEG IRR. fh И HUGE 
JU (5 ДЕДЕ ^38 71 ЙА ЗЕ EI, Ati IRL SURE — E UE DE) 
Bi AERE READ ERAR E, 

Е, PEH ATE — Bru UE PH ETUR w (k)> 
ЫСБН Е Е, TP EXE ndk) е О ses $ü 
ХАЙЧ. 

[B sg Свэна нана ЮА UR GS, HL E 
Hoi. Hil 

| Eintk)) = 9, Ei Lad) 50i 
BHRR RE fei s (ORRA nO AR E tA o 
HT Pl UTEM A sco ff fh f 
S(k) =а„в(К—1) E ber(lo СТ) 
(NDES (k о E ii СК) 0 第 k 次 观 
测 值 ，a* 和 b, 是 时 变 的 增益 。 枫 选择 合 泛 的 a* 和 uv 值 ， 使 
e, = ÉE([s(k)—s(k)J%) 
为 最 小 。 利 用 正 交 性 原 更 得 

Et[stk》 - sión) 20 (i-1,2,3,:, 1) 

dii-k-i, mj N 
Esik) 一 atskk - 1) - Б.К Tsk — 1)} = 
Е{Г5(К- 1) -5(К- 1))a« + sQk) saar 1) 
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= Бул (ЮК —1)} = 0 
Я Ei([s(k-  -s(k- DY(k- 1) = 0 

Е {(к)9(Е — Dt 

= E{s(k)[s{k- D аск —1)]} 

= E{s(k)s(k ~ 1)) = В, (1) = оа 
Efs(k ~ D nek— 11 

= Eis(k— D[s(k- 1) c n(k—-1)]1) 2o 
E(n(k)Çn(k - D) 

= E{[s{k) + nO stk - D 2 n(k - 1) 1} 

= Etstk}stk — 1)} = R, ,di) sopa 


& gi-*à—a,gi—-byao?i-0 
a,—a(l1—-b,) (8) 
(8 )? 式 代入 (7 ) 式 得 
$ o -as(k-1) rb, [m -asik 15] (9) 


(9) 式 说 明 ， 第 k 次 观测 时 ， 其 最 传 信 值 总 由 二 部 分 组 成 
的 ，(1) 第 Ek- 1 次 观测 时 的 最 侍 悄 值 s (k — DEDI a, ER 
表 过 去 的 观测 值 对 上 时 的 预测 ， (2) 是 一 校正 项, HEBES k 次 
ЖШН dO Mastik- DARU Б, 

(82 式 给 出 了 ae 和 Pbr 的 关系 ， F 一 个 问题 是 求 Bio 
e; = (M. M,S, E), - Et[s(k) -s (Кә) 
= 840800) ~ S09 Jed) 
zoi-EdQas(k- D +b, #(К)Л75(К)У 
-g8i-— bo? PL QE (SCk - Dstlo) (10) 
0= Ei[5€k) — s (AR) Ju (k); 
=@®-Е{[а,5(К—-1) t bunc) odo) 
=o1-a (S -)000)- b ,as bio: (11) 
其 中 E(s(k - 1)n(k}} 
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= E(S(k = D[s(k) +n(k)]} 
= Elatik- 1)з(К)} (12) 
a2z3x4&8XODAX, MEUA, 1 


e, = bo? 
(13) 


=b, 





£y 

Pi = or 

在 4127? 式 的 运算 过 程 中 ， 利用 了 Е{5(К—-1)п‹(К)} =0, 
这 是 因为 s (k - D Ж—15 (Н. E R t k-i) A ATA ac) 
s n(k- D 828, 而 与 at) 是 统计 独立 的 。 


或 


n(2),- 
s(k) -s (lo 7s) -a,.s(k- D — Бит) 


e, = Е{[5(К)- » (k) ру = E4FsQk) -$ (к) 
Cs(k) -as (к – 1) – br (к) 1} 


根据 正 交 性 原理 
E{[s(k) - s(k)JH(k)} =0 
i е, = Е(Ге(ю) - s(k) Iis(k) –а, s(k - 1222 
= {[s(k) —a, s (k- D —b,n(k)J 
[s (k) -a.s (k - D) | 
-b,n(k)] 


= E(ps(k) - a. s (k — D- b.s(k) 


[s Q — a.s(k - D) 
= E([5(k) — a, s (k — 1) - b,stk)7] 


[s dO ~ a4s(k - D) 


p So — rie H r 82 
s(k)-as(k- D +W(k—- D 


ix е, = EKC- by) (as(k — 1) + wk — 15) 
-as (Е ~ 1)]Las(k — 1) w(k- 1) 
i -a, s(k- 3) | 
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RKsik-DHAEwik-2,w(i-3,-c X, mM w(k- 1) 
是 统计 独立 的 ， 故 
‚ E(w(k- Ds(k- 1) 0 
Hs -DRH s(k-D,s(k-2,-8 X, Щ w (D 与 
з (К ТЕНИ, ik 
Е{ж(К—1)8(К-1)}=0 
i E([w(k- D) =o; ~ 
B e,=E([a (1—b,)s (k- 1) —a,s(k-1)1 
. [as (к -1) -а, s(k-1)J) + (- bo? 
=Ela,[s(k- D - 5 (К—1)Л1Га„((К—1) 
-sSGk-1) + (а-а)в(К-1)]} + Q-biot 
—-afe, ,*a2a,(a—a,)Elfsck 1) 
- $(- DIs(k - D) & (1- bpo 











zajfe,.,-rab,a,8, ., + (1 —b,)oš (14) 
СКИ Шог, EB 
е 
b, = Pr = 7% 
b,., = рь, = ot 
则 рь =аѓр,., +аа,р,р.., + (1- PA (15) 
式 中 A= 9% | (18) 
сћ 
根据 (8) 式 а, =а(1- 1) =а1- pO (17) 
(17) 式 代入 (15) 式 得 
pi7a*(i- р,)?р,., +а°*(1-—-ру)рькрь-.‹ 
十 (一 Pk} 总 


= ара. рьрк-:) + (17 рь) А 


"640 ° 


А + ap -i | 
ко 5-9 —À— 18 
Bp P= CART. ap. asa 


(18055 B T. D. p. o WERA, ДКНЫ. р.а 
ПЕЕ А 
АНАА i a dao fit. HF BT ep S IE 
HEERS, tmsqoeo (ТЕРЕ В ЛАД, HRE t 值 
X02, FE 
SGD) =bn) 
7{1) 是 第 一 次 观测 值 。 利 用 正 交 性 原理 


(Cs 0) - SCDTICD) 20 
Ei[sCD = 5,7410) rely} = 0 





或 от = 0, (g; +042) 
о: 
b, игр = р, 
[Xd-23D *a*]o? |  o$ta'oi 





Pi= — w - 
或 (1-а +а?)оз +оо тафо 











сї с? 
м. 278 
aitt о. Аата (19) 
^ ci w A+1+a p 
vit a vi +1 
; ei 2 
设 po 73 (20) 





于 是 可 以 看 到 ，(19) 式 符合 递归 公式 。 利 用 Po = -2 可 以 求 
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出 了 3 




















Uw 
全 一 ФА = 一 一 а= 4, Ж р,,р», е 
L: ^ 
91. ot 1. 1 _ 
w В = 52 Га? E |i 7° 
2 
p. А +а?р 2 1+5 2 _ 2 
2 
А+т+а .,,,1,.54 3 
=0.6667 = b, 
„34,2 
p = A + 8'bi _ "273 4 
Avira, ї+ї1+ї х2 7 
3 
=0,5713 = b, 
1+2 
А +а?р, 7 9 
= = = =b 
P: А+Тз+а?р; 2.2 16 0,5625 3 
7 


可 以 看 出 ， 当 下 增 大 时 ， p.d TOE—4UARIR. 在 本 例 中 设 
其 极限 为 p, Wi 


1+ >P ` 
p= -一 一 一 ， 9 p-0,5615 


+. 
2 2 P 
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е, 
ei 


从 而 可 知 当 多 次 递归 后 ，br = px = = 0.5615 





SE _ бао 
讨论 一 Bas 


z 
n 


‚ ЖН Р С-В АИ) 





ELSE ZI 7; 28 5 ЕТ У.Б, 2:2 АНЫ ЖУ БАС 
Aum А ASIE. mM A 增 加 〈 或 由 于 附加 观测 噪声 下 降 ， 
或 一 阶 递归 过 程 的 起 伏 增 加 〉》， 财 ps = b. - 1, 在 这 种 极限 

















^ 
Sy = (К) 


Ийт ЫЛЕ DOS {л E By kh DECRE BT Б) ROI HE. 而 只要 用 本 
次 的 观测 值 作为 这 一 次 的 信 值 , Bl s (kK) 的 最 侍 信 信 sk) 为 本 
次 观测 样本 信 OO 


Ho. WE А-0, о$=0,Ш D, = p. = — Bei 


Trap,” 
特别 是 当 a= 1 时 ，s(k) =s , 它 是 一 随机 变量 。 这 就 是 如 中 
讨论 的 情况 ， 即 be = pio гараш. 

讨论 二 ”信和 号 模型 s (x) 和 最 佳 滤波 方法 可 用 图 7-13 所 
示 的 方块 图 描述 。 比 较 图 7-18 中 两 个 方块 图 ，(a) 一 阶 递归 
过 程 ， 即 信号 产生 的 模型 ，(b) 实 现 最 佳 估 值 的 方块 图 , 可 
以 看 出 Ca) 、(p) 图 中 有 一 部 分 是 十 分 相似 的 。 

(三 》 土 面 所 讨论 的 问题 是 用 次 及 k 次 以 前 各 次 的 观 
测 样本 估计 上 次 时 信号 值 s CE)， 因 此 这 个 问题 属于 滤波 加 
题 。 诈 在 实际 问题 中 ， 等 别 是 在 控制 和 数据 压缩 中 ， 所 要 求 
的 是 用 k 次 及 上 次 以 前 的 观测 样本 箔 计 k 以 后 (Е+1,К+ 
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2, ОЭ ИДЕ +10), RARES +D. 这 类 问题 
是 最 佳 闫 测 问题 。 和 预测 可 以 分 为 一 步 预 测 ， 即 求 s (koa, 
Z PRN, 步 巴 W, ВК ск + 六。 为 了 简化 运算 而 又 能 
НН, RAHE- PM. (53m Cm grid 
论 的 那样 假定 信号 的 模型 是 一 阶 递 妇 过 程 ， 即 

5(К) -as(k- 1)+w(k-1) (21) 


(Ë) 









(уш Sky tnath) 
S(&)=aS(k-1)+u05- 1) 


` Sa) 


- EM 
: ROME 


SQ aah 1) eb En CO -aSk l, 
图 7-13 
Е (=(к)} -0 (22) 
Eiw(k)r-0 (k = 0, 1,2, e) (23) 
0 ikp 
E k Туу = 
WOD ср (24) 
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н À— € AA . €—Á— A—À 08 s ene nn 


Eis(k)w(k))=0 (25) 
在 观测 数据 时 ， 观 测 值 内 除 信号 外 ， 温 有 附加 月 噪声 


ngk) = s(k) + n(k) (26) 
пк w( ЖАНН 56H Ph aras, 

Ein(k)) 20 (27) 

E(n*(k)) = оз (28) 


现在 的 问题 是 利用 k 次 及 k 次 以 前 各 次 的 观测 样本 对 未 来 
k + 1 时 的 信号 s(k + D 进 行 最 佳 线性 估计 ， 其 最 佳 准则 是 均 
方 误差 最 小 。 . 

今后 采用 s(k + 1/50 48 3 hk Edi W. 


Tet B d ЖЕШ а f 
Ei[s(k + 了 ) 一 вк + 1/1032 
= (M.M, ,S.E), = v(k + 1/k) (29) 


(按照 现在 采用 的 符号 ， 那 么 《二 ) 中 讨论 的 最 佳 估 ЧЁ 
iE) У E H s (K/k)) СӘНИ ЛАН, а 
以 得 下 列 结果 ， 

C1) 如 果 设 S (k + 1/k) ау (k/k- D + indo 


‹30) 
Jill m, = na f, (31) 
ФАНОВА рЫ М 
S +1/k) —as (к/к D 
e B.C (К) - S(k/k 1) (32) 
(2) 递归 关系 中 的 时 变 增益 成为 
y = „ари: (33) 
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其 中 p.i, = “ОИК (30 


Ün 


рь- + 称 为 归 一 化 的 均 方 预测 误差 。 
(3) Ppt 为 递 推 其 系 式 


VEED La, pe 


=А+арй,„ (35) 


其 中 А = -2 (36) 





讨论 一 ”出 较 最 上 佳 滤波 和 最 华 巴 测 两 种 情况 下 的 一 些 结 
论 。 在 最 佳 预 测 人 情况 中 
S (ka 1/k) =as(k/k- 1) 
+ [nik -sk/k— 1)] (32) 
ВЖЕ {КЇЙ EU UU REEL а 和 校正 项 之 和 ， 而 校正 项 
35 有 和 药 以 第 次 观测 样本 各 前 次 全 计 值 之 差 。 在 最 佬 滤波 
情况 中 
5 (К) =аз (к -1) +Ь,9 (0) а (к 1)1 (9) 
ЯНИ а BJ ЖЕТЕЛ B ЖЕЙ. BR, PIERR GUR ИИ ЛЕ 
益 也 是 不 同 的 ， 在 最 佳 预测 中 为 po ТЇ ЛЕ Ж EE BE DE ЗЫ 
b, WET. GERARAM E E nj, SUGNmI 
处 理 是 否 独 立 于 滤波 处 理 昵 ? 其 回答 是 否定 的 ， 了 两 种 处 理 是 
же. Юа, BUT TES ШИ, d (E rp RB RO ЖОШ 
和 相同， 因而 预测 中 的 s (К + 1/k) ЖЕН 的 s (k) 是 有 联系 
的 。 实 际 上 S(k 4 1/k) - as (k) 
Tii Br = ab, 
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Pitt i ЖР АДЕ ИН ДЕ РЇ ЖЕҢ ЖЖ АУ. 
讨论 二 ”在 一 步 预 测 器 中 ， 如 果 在 观测 样本 *#tk) 中 不 
存在 观测 噪声 ， 即 ci =0， 这 时 用 э(1), 5(2) ，…，s4) 来 估 
Hsk +1), ERRET, BETIA 
s (k + 1/k) = as(k) 
丽 其 最 小 均 方 误差 为 À 
v(k+1⁄/k) =E:[s(k+1) —s(K -1/k) ]*) 
-zE![s(k +1) — as(k) Ë} 
-80—92a-.agj-ra'g! 
-(1-23^9)of:-0$ 
利用 (32) 式 ， 画 出 其 祖 应 的 方块 图 ， 可 得 到 一 个 最 佳 预 
测 的 方块 图 ， 见 图 7-14(a)。 
根据 (9 ) 式 把 晤 佳 滤 波 的 方块 图 也 向 时 画 在 一 个 图 中 
CR 7-14tb))。 比 较 最 佳 预测 和 最 佳 滤波 的 两 个 方 霹 图 ， 
发 现 两 者 的 特征 是 相似 的 。 如 时 把 图 (3)、 Ed (b) Pd Sdn 
来 ， 刚 同时 可 以 得 到 最 佳 滤波 和 最 佳 预 测 ， 殉 图 7-14fc) 。 
(UH) 上 面 所 讨论 的 仅 限 手 一 舱 有 回归 过 程 的 信息 模型 
下 前 最 桂 佑 值 问题 。 但 是 所 用 的 递归 方法 可 应 用 到 各 种 复杂 
ЇЗ здр 
ЮЗ —[35 4808, е ЗЕ 52У 7] БЕЛИ БЕЙИ, 
s(K) 2 as(k 2 1) e bs(k - 2) c w.Ck- D (37) 
这 时 亲 以 用 状态 变量 法 将 二 阶 差分 方程 变 成 离散 系统 的 状态 
TE. ВЕ 





sı (k) = s(k) 
gu s(k- 1) =s (k- 1) 
设 &(k)-s(k-1) -s,(k—- 1) 
Wii $(k—2) -w(k-1-1)- $&(k-1) 


t 647.7 


| 校正 项 „+ 
2) + ^ . Sim 






(a) — P TN БН 


Sy 


00 REM ERR 


К И А 
niet) + $a) 


E tE BUE 


GESTS 
АЕМ 


(0) 


1-14: 


. 848. 





] 





TJE023 д, h E h k F ЭЕ зу — Ur 25 2} 7j et. 
po = as, (k - 1) +bs,(k—- 1) + м, (К D 
s,(k) =s, (k — 1) 
5,00), S, CO ур Kas Et. Rp OL (38) КОСЕ] Ж EKE 
XX, i 


(38) 


(k) 
do ) 


1 k ) (к - 1} 
м зао «CI Са оС) 


或 S(k)= AS(k- D) + BW (E — 1) (395 


其 中 Sq) (Co ) 


a b 1 Ü 

A= (, )) B= ( 0 UO ) 
wik- 1) 
w (k —1)> ) 
从 画 可 知 任何 离散 动态 系统 可 以 者 示 成 
5 (К) = AS(k- 1) + BW(k- 1) (41) 

Кер sud në X BE, AX nx ni M, BH n x p HE Pk, 
МУ (К) 为 р ЕМ». GOD НЕ АТНА Н ЛЕ А -- 96 
шару, КНМ CE) АЕ, 

ПТС FE fL ЗУ MIP AR P, HD Му 

nik) = CSCE) + v (k) 

(kK) 是 一 组 Б, В 000 ЖО Н, HH 在 时 刻 攻 
取得 的 qA- XE EE v Oo А СЕУ ЛИНО Е, Су аха 
жр. 


SG) -(. 


W (Е – 1) =( (407 
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JB s W (e) fH y (K) F Yl TE HRS 
EW (Ку}=0 
Eiv(k))p2^ 
ЕГУ (k) W' (К) } = Өд (Е, 一 k.) 
Е {Укр (Ko) = LA(k,— k.) 
EW (ko w' (kj = 

其 中 QE px piE E EBE, Ly ахат, 

Ads - ko s (! (k, = K5) 

0 (其 他 人 情况} 
现在 的 问题 是 要 从 观测 样本 YE) 中 对 SOO gut 77 Е £e 45 d 
GREHE RH SO ebd Er С HH, 

$c +1), ЖС), (三) 中 讨论 的 对 ~- 阶 自 同 归 
对 程 售 信 阿 题 的 推 /， 方 法 仍然 是 递归 法 ， 所 采用 的 最 佳 淮 
手 仍 然 是 最 小 均 方 误差 准 则 。 这 类 电 佳 线性 估计 间 题 就 是 所 
谓 卡 到 滤波 问题 。 在 经 典 方法 中 一 个 线 人 性 蒜 统 是 用 冲 激 响 诬 
或 转移 函数 来 描述 的 ， 而 昌 前 采用 状态 方程 来 描述 它 。 卡 紧 
滤波 问题 是 用 状态 方法 来 研究 的 。 卡 上 晕 滤 波 问 题 是 是 年 代 的 
一 个 发 展 . 本 课程 的 目的 是 研究 哺 机 信和 导 和 申 声 的 分 煌 方法 ， 
知 值 问题 具 作 为 一 个 应 用 的 例 季 ， 轼 此， 在 本 课程 中 你 对 递 
妇 问 题 作 一 些 探讨 。 至 于 卡 曼 泪 波 以 及 其 它 答 测 佑 利 问 题 将 
H RA UR age Së. 


3 Ай 


1. 设 有 信号 s, EEEIEE, ЖБИ 0. JÆ 
5 oi, BB Е{з}-0, Eds =0?。 设 观测 信号 时 有 附加 噪声 
nt), ERREN n HnOJZ BADEN BM рг, BI 
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Einiy=0, E(ninii =б, isj Е{пїу =o}, i= 1,2,0, 

于 是 得 到 的 观测 样本 CRUS SNI ЁЛЕ ЖЕ Ж) 为 
Hi=s+n: (1= 1,2,5, 8) 

现 利 用 K 个 观测 值 Nin o7. ВЕЕ AS, BD WE 


fs = Уат, 3293670838 jr R 22 ii EG RA a 


208, ARER {ЕЕ ЫП ДЕЛ BITE 280 

2. 设 有 实 平稳 随机 过 程 Б(%), НАУ К, (r), 
MP BEHEE, E, E" CO (E BERE ЕС + Л) VETTER TE. TH 
Bl. Xp д>0, BRE ORA) а, Ct tat (t) ғаз" (t), 
为 了 非得 最 佳 线 性 预测 ， 求 a .as.as 之 值 。 若 1 很 小 , 求 ai、 
as，as 的 近似 值 及 最 小 均 方 误差 。 

3. 设 有 零 均 值 的 随机 过 程 s(t) 和 7 (Ct) GOD. 为 信号， 
nC) 为 附加 噪声 ) , BH E(s(t)=0, Еда) 20, sC 为 
f EF sco ame ERR, BD (t) =stt +n(ty, iR 
НЕ ЖЕЙ EROR (С со, со) р r Ct B br s^ (1) 


= из) 进行 最 佳 估 什 ， 即 设计 一 网 络 (不 符合 因果 性 
的 )， 其 冲 激 响 应 为 hdt)， 使 
s^ (t) -| net- ob (eda 
ug E sr co 一 | re - hende іб, CD 
ho BB E. 
K... , (z) =f R, (c - a) h (a) da 


кз. ү j995..0o) 
(2) H (jo) 77$.) 
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4. BERE TEC. IG AR DEB ЫН tl pis stv} al n 
W nity sst) en(D, E(is(Q0); z0,E(n(t)) =0, AR, (r> 
=e", К, 0) е^", Ra = 0, 利用 mt 在 (- co,t) 
内 的 观测 值 对 s(t) HETTE EAEG SUR dE TR SCO fJ foc ak 
总 系统 〔 该 系统 为 可 实现 的 ) 。 

5。 设 有 随机 信号 S(t)， 其 均值 为 零 ， 相 关 酒 数 为 
11 "EI 
3 





R, — -lal 
(т) 2° 十 = 


现 利 用 (- со, і) AXT sc 的 观测 值 预测 sct- д) 。 求 实现 

最 伟 质 融 的 方法 。 如 打造 1=1n2， 求 量 侍 预测 用 的 系统 转 
移 函 数 ， 画 出 其 出 络 ， 并 求 其 最 小 均 方 误 盖 。 

в. 设 有 按 铬 松 分 布 出 更 的 脉冲 序列 ， 单 位 时间 内 出 更 
ДНО ЗЕ ИО 4， 每 一 个 脉冲 的 根性 是 正 还 是 负 是 等 入 
率 的 ， 每 个 脉冲 的 波形 为 

ЗОРИИ (620) 
0 (+< 0 
tH R КЕЈН У ВО £ (ty. 更 利用 (- оо, 
АЕНА ИПИ ЕС д), 420, КУСНЕН 
的 方法 。 


7。 有 一 RC 网 络 如 图 题 7-7 BER. Wr = рс, ЖР 





的 输入 为 
n (t) 2s(t) +п(%) 
其 中 st 为 信号 


dd e ' s(t) = ACOS {wt + 8) 
l ARRE, JE -个 常数 ， 

BE 7-7 e ЕЛИ, DUET 
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£k. REHA T EHAA PEO 2r his о 
n(O ЖЕН НАУ, WOES 
5. (D = Na C/H o 

试 计算 (1》 信和 号 的 输入 功率 密度 ， 

(2) fi ilf X xg 

(30 ЈМ; 

(42 МЕК HE E, 

(5) ЖАЯН. 

8, RAE БО), "ES nOD Jp MUN Si bd sr BS ED 

К-К ЛУДЕ, dejo s COP НЭС У 

R,,(r)-e"" (-eo«r«oo,a7 9) 
рну ЕВА, GN 





T 
Rna (1) = вә 


MEE ЖИЙ УЖ = 0 +n CO 送 进 一 不 具有 因果 性 
Еа РЕЙ С), тС ЕТИ dO s (CO. s (t fE 
为 信号 s (t) 的 展 小 均 方 误 盖 知 值 ， 即 剑 Bst) 一 s(t) 1°) 
为 最 小 。 现 要 求 、 | 

Píis(O —s(ty|220,11=0.1 
‚ 阿 eN M ЕЕ] ВЕЙ ie F E Rae K. 

9. UL ffe e ns 

sCk + 1) = @s (k) + Fw (k) 

其 中 s COO ТЕЙЛ ИЛЛЕ, SIR ua. FE Pe Ф.у 


PR E Mar, wo, К=1,2, Pk H B ETE y u АЛ FJ B B 
APIE iE, FA ol 
观测 过 程 为 ; 


nik) =s (k) +n (E) {(К=1,2,+) 
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ntk)，k =1,2,… 是 相互 统计 独立 前 等 均值 的 高 斯 随机 变 
TÉ, JA ei, nO Iw (中 是 相互 统计 独立 的 。 

C1) 观测 #71) 以 刁 计 sc1) 
W E szea I)a 

C2) 证 明 stly 的 最 佳 估 值 


s(D=m,+ Pi (f, — my) 
其 中 PEHR, TUR EX 


Р. = Р, + 2; 





C325 xmi nom se), WAAT, 002 两 
TRH, EN 
Bessoun (55/717) 
= ner Caf SA fs nyren 659711) 
Ё салор (71) 
CAO Eig n (DPP, sD Æ- ARRAL, КИН 
3 Ф541), FEA М, 
M,= $P 6 +T'ošT = ФР, + pšon 











. ^ _ ^ 1 ^ 
(5) 证明 s (2 =Ф» (D + Р @„—ф5(1)) 


x 
n 


其 中 P, =M, i+ d 
бп 
P, Jr Ж Р,= EtLs (9) — s (2) 7), 

(6) 利用 数学 归纳 法 求 s (К)ЯПР,, s(k- D i M, 
表示 之 。s (EE) 代表 ss DORRE, PALÆ k {КЕШЕН 
时 的 最 小 均 方 误差 。 

+ 654 = 


10, HARS stt) 


' 
б Li 


«os [Ro Ce) 
(t2) 
EXIIT, ЇН Sh iB 38 ER BEL BE (t) =sCD + nod), n (t) 为 
白 躁 声 ， 其 功率 密度 为 Ne 均值 为 零 , CO OA (E. OR 
在 t=to 处 获得 最 大 给 出 信 杂 比 的 匹配 泪 波 器 ， 并 画 出 匹配 
滤波 器 输出 信号 的 波形 。 
11. EA- ВКА 5 s (t) ,其 包 络 为 一 方 波 ,脉冲 宽 


度 为 ro 载 频 为 (Т, 亡 )。 为 了 处 理 方便 ， 设 到 =m. m 


为 整数 ， 脉 冲 申 度 为 1 。 在 观测 信号 时 ， 若 观测 到 的 高 频 脉 
冲 中 湿 有 附加 噪声 ， 邵 
yit) = s(t) + n(t> 

ЖОНЕ АЕ, САЛЕ №, E t= rtk 
获得 最 大 输出 信和 杂 比 的 匹配 滤波 器 。 

12。 设 有 一 高 频 脉 冲 串 ， 每 一 个 高 频 脉 冲 的 参数 与 题 1! 
所 给 定 的 参数 相同 ， 脉 冲 串 共有 个 脉冲 。 若 在 该 高 频 脉 冲 
FERA ARE ntt}， 妈 观测 到 的 是 

n (t> = s(t> + n(t) 

s(t) (ex Bp i, n 00 35 3 PHH ATS Lx ЧЕНЕ 为 Ns, 
求 在 t=t,= (п- 1)T 了 +o 处 获得 最 大 输出 信和 杂 比 的 匹配 滤波 
器 。 其 中 工 代 表 肪 冲 的 重复 周期 。 

13。 推 导 最 佳 一 步 严 测 器 中 的 过 推 公式 (31)7、(32) 、 
(335, 4350. 
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HRI. 特征 函数 与 母 函 数 
$1 一 元 随机 变量 的 特征 函数 


由 于 ( 1 ) 数 字 特 征 只 能 描述 随机 变量 的 部 分 特性 ,《 2 ) 
JETUE-- DIRE SUC RATER AAT, (3 ) 用 随机 变 
ЖЭ R ЛУШ Bulk kt zn fat rdi 6-4 Ee РНЕ 
HFR IRIE R, ГЕРМЕ — Hh po SOUL AE ГЫ 20 AB 
HUM CHER RO. BAHA PR B VLA T maA 
ПУЕ 《概率 密度 ) 具有 简单 的 运算 方法 。 为 此 ， 这 里 介 
eU AE HUC 

(— mx 

НАЕ Ш 二 前 分 布 画 数 为 了 (x)， 称 exp{jt#) 的 数学 
Np S Ë ЧЕ ШК, Fj BLt} 表 示 之 ， 即 


p= Ete = | el uF(x) (1) 


ipp e't =ne м МЗ. 
从 (1) Xn, ФО) АРА t BEL ECC, 


р фу =| f езав оо |< Irt айк} 





由 于 let = 1, ДЕШ ФЕ) ЗН t 都 有 定义 。 
ЮА, ЧИЕ А Бл ШЕ, BUE GOD t $5 7j 
Ж — 56 н F (x yñ p E ВА Rr 
对 于 离散 随机 亚 和 十， 若 其 分 布 律 为 
656° 





А9 X. Xa ... Xa T 
(> Р, Ds cU Pa „) 
ЕС 1) 式 ， 其 特征 函数 为 
ot) = ep (2) 
对 于 连续 随机 变量 ， 共 概率 密度 为 ftx)， 则 根据 《1) 
式 ， 其 特征 函数 次 
Tt) -人 elt*f(x)dx (3) 
( 3 038 BLU d E ИЖ au DE fOO {ЧЕ У. (Ӯ 
氏 分 析 在 许多 数学 分 支 中 起 着 重要 的 作用 ， 阅 样 ， 它 在 概率 
论 中 也 起 着 重要 的 作用 。 
C 特征 函数 的 一 些 性 质 
ФЕЯ 90-1, |@(t)| <@(0), B-p) 
证 (= | е'°4Е(х) sf аво) =1 





Ie) = "n e!'*dFx) «Pr le! '* | dBE(x) 
-上 dF(x) =1 = Ф(0) 

Ф(-+) = r e^!  dE(x) 
- Je! *áFoo 2905 


性 质 二 ”特征 函数 在 (一 co, со) ЬО 
证 因 lacte -ol | ecte) 


-f ета) 
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-| [7 сете заво) «pr 
TERET le “| dF (x) 
所以 loc «t -otie [ lei -1laF(x) 
«2| аво) + | те» - ае с) 


hx 


2 





A 
= 2f dE(x) 2 j sin E(xy (A) 
іх A - 


(4 ) 式 有 边 已 与 t 无 关 。 选 足够 大 的 4， 使 | — arco 任 
意 小 ， 即 给 定 任意 <， 选 A B: 
|... dF() < 


RRG AAR 2220, оьр Ву GE h 足够 小 ) ， 对 
一 切 xe[ — А, A1EJ48 


. hx E 
2sin | <y 





Др }фФ(ї+Һу—-Ф(%)]<12 Up Y 
E DEC- со, 20) b.-- S 3 SE, 

性 质 三 ” 设 有 随机 变量 上 、7，7=aE+hb， 其 中 ab 均 
3 XE. XOU Ф, (Е). ODAIA НЛ, ЛЕ EE. ng) F 
Ж, WUA 


А 
-| dF (x) «e 


@Ф„(Ч у= е "Ф, (at) 
dE Ф.) = Ее!" у= Б {е} еке г 
=е!**Е{е!*'#у se) to (at) 
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TERRDU j OB ЕТУГЕ DLE E 2 Tñ BERE РЕ Ж 
ART MEB: SB. 

证 设 E 15, 是 两 个 相互 统 计 独 立 的 随机 变量 ， 而 B 
机 变量 ?= fir. Е 2, #16, 的 统计 独立 性 可 知 复 随 机 变 fi 
e feit aug ЕТМ, WE 

Ее! ‘ра Bjel y e Rje tiy „Дерсу 

ERRE HE 3] o АУ ЕРЙ AMDE R A r, 
IBS FEE PR CUT H Ty ЙЕ IS CIR DP. Р ERR, PE 
GE dh vr d dp RORIS Ber qu s= B PLAE НЕ УЖ 6 IS Hg Ж] 
FEE HUC TE JS — fiU 71 НЧ TR A ELE BR. quo dE BUE ЛИ 
证 明 也 要 用 到 特征 函数 。 

ERE MEHLER Z T n 阶 绝对 秆 存在 ， 则 它 的 特征 
Шарк пк, НЩ Кєп, 

P(O) = КЕЕ 


а* : А 
证 [ice ce o 2i'x'e!'t| = |х|" 


ET š {рп  Д@ЛРЕ ТРЕ, WM ken, š ВКА ХЖ 
也 必然 存在 ， 即 


F Ix |*dF (x) «co 
~ d* "mI i 
而 Í ape овоо =]; | x"e!'"dE(x)| 


< Ix |'dF(x) «oo 
因此 干 式 中 前 积分 与 微分 的 次 序 可 以 相互 交换 


De ж |. ett*JF (mx) 
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~ ак, = 
=Í ác? Foo = j" | x'e!'*dE(x) 


HL HET Ap O COTE REE CR DOR SP АК ОВ са), 
Dii | 
oy = j|” ei"x" di (x) =j" F ECXKY 
z jE4£*) 
HAA XPTADEGRUENHE n, ARIRE Gesn 
ta U RIESA А, Аз ү да» TÈ 





$5 $e0.-t04.:0 


k-1 i=} 


必 有 成立。 
证 


Y $^ ot mt A Aa 
ker dod 
x g [f ettaro Jua 


Е k=l 7-14 
=[ [у Eee |ағоо 
TUE kal за 


-F Y, eel x c! Хавс 


E>] 


I RP 2 
- | Ba Et Sa dEF(x)zen (5) 


ix TEMCOBIOA FERE ВА gd POS TE, АРЕ E US ERSTE 
质 。 
(=) pl 
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1. 伯 努 利 分布 的 特征 函数 
Dt)= Е{е! '5) ze! pe elreq 
=d+ pe! : 
2. -— "GV bik, n, р) {ЕК 
@(t)=(q+ ре!‘ y" 
3. MPR p (ki D = pls=k} = dre, 
k=0, 1, Us AL 的 特征 函数 


@(t)=Eqe''iy= e's 4 
А k= 


k! et 





‚ че detty 
ze У = = ета 
Et К! 


4. 154016 Nia, o?) КИНДЕР (а 为 数学 期 望 ， 
HKE) 











1 ix 23! 
t = рх 2 
p(t) V2 -f e е s? dx 
= TEMA I = iis 52 
= Z|. - 
Cf] ЯШ Ж Н+) 
. oti 1 = zt 
exp {jat - 2 v1. 1 da 





. gt? 
=€ t— 
xp {jat— —7—) 


5. 设 随机 变量 5 在 [ -а, а] Е, ШЕШ 
SS 


a 1 sinat 
= ltr, > 
o [e ga 4х= д 
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б, 利用 泊 松 分 布 的 等 征 臣 数 求 泊 松 分 布 随机 变 有 最 的 数 
FG P kupi p n 


Фб) = ее 
p'ityze ae 575. деі теў 
фФ#(ҥ1у= - (e 101! 21 )[ 42e? t + 26517 


E4£) = 19 Choc. = 


Нүр фе) = 42 + À 
D£ = Et} — [ E42)]t = A 
(qu) ЖИД, 
МЕ, PF je Nj] a] DA PRSE UL ЛЕ Ft a5 y fii A Ж КЕ BERE 
ER Ж Е Bu la] ЕИ ЕНЕ MUS ЙЕ РЕ ЖЕТ ЖЕ EH БУ Bu 2} fi ERR o 
设 随 机 变量 dde GE АЛЛ) Үп RR Ж] у 600 和 
O F(x), Kig x, 和 xs 是 下 (x) 的 连续 点 ， 划 








F(x,)- Fix) = i 
T е}, „в-}ї*, 
„ lim ——p((t)dt <6) 
T—=.J - T t 
ЭЕ Wik Ao 
证 ЖЕЕ x <x,, 4 
1 T еі, —e- ux, 
B acr e! dE(x) 





. ` 1 rt fe elt- na el tus- wi, 
Ш == |. jt 


=» + jtrx-rir.. i tex к) 
=) | —— UE асан хә 
mi- 


dE(x)dt 


-T 


1 w теў 5-Е ett _ elttx-xn L e b tex mh 

“зе |], f 
dtdF ix) 

1 [= (TT sint(x - xi) sint(x- x,) 

= ДИ! _— x (etare 
从 数学 分 析 可 知 ， 对 于 任意 的 < 和 工 ， 有 
1 7 sinet 1f*" sinu 
pp еар 


ш T— cç 时 ， 对 于 100p ag 60—39 








| $ (02-0) 
_1 т] mb dt - 0 (а= 0) 
| - i (a«0) 


xke pb, х tic- 0, 把 Ir 的 积分 区 间 分 成 


五 个 部 分 〈 见 图 1-1) . t 


一 一 
xid—xixickó x+ — xx, + 
= I-i 
Tr sint(x— к) 
W(T, x, xy, x) = 元 | 一 


_ Sint me Jat 
x," ë r+ EE z 
жое} ере up d 1... 
«P(T, x, X, X;)1P(Gx) 


" Toce 时， 对 x 一 臻 地 有 
663, 





0 (x=x,— EÑ X> +0) 
] (x + AXA 6) 
而 当 SEXE +8, x; - 6=< x=, + 6 时 

(ECT, x, x, x,)1<2KÉ 

综合 以 上 各 点 厅 知 ， 对 于 任意 的 52078 

limly =E(x,—-8y—- ЁЕ(х,+8у+ ВС, ху, ху) 


T^c 


VOTE, x; x, хә» { 


ЖР ]Е(8, x, x) | 2K(EOGQ + 5) - Е(х,-8) 
+E(x,+8)- FOx,- 82] 
EATI RH 8 3236, ШР х, x, 是 Ftx) 的 Жең, 当 
6—0 BI Zr HE ES F (x<, - Fx,)。( 6 ) 式 得 证 。 
应 用 (6 }) 式 ， 在 下 (xX) 的 每 一 连续 点 人 上 有 


T elty e-htx 
FO) = z lim lim -一 一 一 一 一 一 一 
-a Tm -T it 


(7 ) 式 中 y HE Ег худ БЕ Sk T — ос, ша, 分 布 
HE F(x) 被 它 的 连续 点 上 的 值 叭 一 决定 。 二 此 ， 分 布 函 数 
出 其 特征 隐 数 唯一 确定 ， 这 就 是 唯一 性 定理 。 

(五 ) 车 | Jett)1at< ce， 网 相应 的 分 布 函数 F(x) 
的 导数 存在 并 连续 ， 而 且 


Есю = | e odt (8) 


Brydt (79 


证 #х-8, x0. ДЕ Е(х) {БЕЛА , ЫИ (69) 
~ 1 
FOx+6)-F(x=ó)= „3 


теті аг е РЕСЕЙ) 


, lim ФС) 


тее J-T jt 
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т -cs ja р-а 
-l litm mf eL ect 


27 т.у.т it 


| 1 sinjt 
= im | AUT еленде 


T= -TT 


— ss d. im | 55 sinat сва 
lim 


HF K < e-1'35(t) | jigit) 


根据 条 件 | _1@(t)1dt<c<o， 令 6-0， 利 用 勘 贝 格 控 制 收 笋 
EH, i 
Б^ (х) = (х) = [е + 人 (tdt 


关于 了 tx) 的 连续 性 ， 可 再 次 利用 控制 收 钱 定理 证 明 。 

因此 ， 车 B@(t) 满 足 绝 对 可 积 的 条 件 , 则 概率 密度 tix) 是 
RERA ФСБ ВОЛЕ, ТП O07 fO0 BS fT IS Ed. 

车 随机 变量 E, B МЕЛ} Мба, 0,2), ШЕ, 的 特征 


函数 为 exp{jat -去 01t?}。 若 随机 变量 8 服从 正 态 分 布 


N(, c), M 5. BUR E R MOD expljat- ol), d 


£, £y REA h rip 且 n= Et E Ju SR LAS d 7 m 
EAA 


@,(t)=exp(j(a + at ~ ic. +с,2)12} 


Рт ЕР, Efsa ta, Di= ос, 
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BPB, ИНЖИ OH КДН 296i BA SLE EE 2 ЯП {Л) RES 
分 布 。 


$2 多 元 随机 变量 (随机 
RE) 的 特征 函数 
PERENE Gu Pb, o. EO 的 分 布 函数 为 


ЕК(х\, Xa. tt, X), Ж чке HE Y fix, Xay ctt Xade 与 
一 元 随机 变量 相仿 ， 可 定义 它 的 特征 函数 为 


QG, torn ut.) = f -f expij(x,t, + xit; ++ 





+x,t, R(X, се, XQ) 
= Elexp[jECt, Zi rtu + += 
+„ Л) C15 
ЖР О, MEVE nondum mi, HM 
方法 是 完全 一 或 的 。 下 面 公 叙述 有 关 铺 论 。 
(—) ER- Ф(,%, yt) 在 及 "中 一 致 连续 , 而 且 
ФС, ts се, Е.Ф (0, 0, эе, 0)=1 
Dt -ty <, Ё) Ф, t, з, tu) 
(I) 性质 二 BEHER (Ah, Š з, 5.5 的 特征 
函数 为 Ф.С, 6,796 t.) s Ё i= G Ë ъа, p = Ostaz, oe 
f,-2G,É,T8,, Apan o (1<1сп) 是 实 常 数 ， 则 随机 
矢量 бп, т се» fa) 的 特征 函数 为 


exp(j у ati du бо, oit +з, Onta) 
i-i 


(E) ERI 车 多 Ch, t, oca ta) EIRE, 
Б, co, Eo KREAS, ne a.s Ta, Ú s rab NF 


* 666. 


EARRA ' 
QD) Eet" }= plat, at, e, а.) 
《四 ) 性 质 四  ApAB Ek" Ere E E Д) 
E(# Ehe bts) | 
“обоо 
CH) 性质 五 HEIRE (Ёё, h.c, EO 的 特征 
HRH D 《tu t, e, ta), Mk HE (kn) Bá HL 8 
(Ë, Ёё, М E. 的 特征 函数 为 
B remy Cis trs у ФС, toy 1,0,0,,0) 
REM k 4-2 BL ДО k 维 边际 分 布 所 对 应 的 特征 函数 。 对 
应 于 任意 上 个 分 量 Gn, En, сз, 5,0 的 上 维 边 际 分 布 的 
竺 征 次 数 ， 可 以 类 似 节 得 到 。 
CR) WEAR do, ta 5, t0 是 随机 其 
BL (Š, Ë, сө, Ëa) B ЕРЕ, ПГ Fx, Xa +, Xa) 
ЖЪН РЕЙ, ДЈ 
P(a,xE,«b,, ksl, 2, =, n) 


= Hm GE 


l=1,2,=, ü 





Tr E Pipen todt edt, 
其 中 ae，、bsfk=1,2，…pn) 者 是 任意 实数 。 但 必需 福 足 个 
E. s CO WEFT 
а, Ё, cb. (к= 1, 2, е, n) 
面 上 的 概率 沪 0, Їй, ЖИЕ, AS BE ДИ ЭУ. 
(七 ) ”唯一 性 定理 Gy EXE F xi Xi, c0. x.) H И 
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特征 两 数 唯 一 确定 。 

有 了 唯一 性 定理 ， 可 以 进一步 得 到 特征 函数 的 另外 二 个 
性 质 。 

UD ERA # Gus 50 ЇКА ФС, 
tausta) Tj £, 的 特征 函数 为 Dr, (t), i=1,2, UO H, 则 
随机 变量 Eis Eer eba 相互 统计 独立 的 充 要 条 件 为 (ti 
t, е, tt Ds (ta) gu C) 

CA) ERE #A D (t. tarrata), Øl ш, е, 
us) Ж CE tas estas Us Un yi 分 别 表 未 随 机 矢 最 人， 
Esc 的 
ИЕ, WL (FE, LUUD m, 020 相互 统计 独立 
的 充 要 条 件 为 : 对 一 切实 数 t, tasosta PEU, Urs tp Um H 

ФО, t, tg tns n, usa ug) = 0 (ti ta, natu) (ш, 
Un, Us) 


з + id X 


<) — 整 值 随机 变量 与 母 范 数 的 定义 

在 离散 随机 变量 中 ， 非 负 整 数值 随机 训 量 《 即 随 值 为 
0，1，2，… 的 随机 变量 ) 占有 重要 的 地 位 。 如 二 项 分 市 、 
几何 分布 ， 泊 松 分 布 等 都 是 取 非 负 整 值 的 。 在 研究 分 析 这 类 
非 负 整 值 随 机 变量 时 ， 可 以 采用 母 男 教 法 。 

定义 ” 若 路 机 变量 吉 取 非 负 整 值 ， 其 相应 的 分 布 律 为 


MED 


Po, Pi Pr 


i G(s)- У? p,s' = E(s*) 
в = 0 
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则 称 GG») E LAE E PREISE 
ЖЭК, Е s=ei"， 列 


Gisy=-Gt(eiry=Eteitty= Уре!‘ = ф() 


EOI ARRE ОЕ В, TARARE thE 
Ruh ЖУКЕ А, АЮ E — THO Ub HE RESI ЖЕ 
换 方 法 ， 它 比较 简单 ， 在 处 理 整 值 随机 变量 的 场合 很 方便 。 


ШТ У p= 1, MERAKIN IE G 至 少 在 


Isic 18k Н txi k. BIG, BEBBON efi AE HERO 
机 变量 都 存在 。 


Ж 对 于 任 -数列 {a,}， 也 可 以 定义 У asy Eg 


函数 。 IB R W EC TIP AR SEA # BJ Ht A К. 
(=) 计算 举例 
1. 二 里 分 布 


п п 
Gs) = p'q" tst = (q + ps)" 
x= (. )' 
2, ЇН 


дк 
Gts)- У ee 
kei 


з. 几何 分 布 ~ 
_ = t-i k " k-i = —5 
Gis) = > q* `! ps T9525 (qs) i- 


(=) ВНЕ 
1. 唯一 性 
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由 概率 和 分布 及 G(s) = x риз“ Bra sg S np i 39 A 是 


Ё-- т» btc, н oic doin — ал БЕЛ, ЧЕ A 1Ң Ж 
分 布 。 

ЖЖ ЖЕЛ fi р. (0 499 RCECRE RUE GC I HOS), 
Н Gis) = Hc), Bi GA Нуар, Hos {511 
PJ ЖЕ ЖОРИК, xp GEA HE ЖЕК, Jr s= 0, 
则 得 

Күр. = GE = H "(0}= kiq, 

BI, p. =q,.,, К=0, 1, 2, c, ЕЕ £p dH I. 
HETTAN, WERA) A AE 3 PE ЛУ А DN. STSEdE 
fy "E {И БЕЛЛЕ BL D ЖЕЕ ЛУП HL {ЕДИНГ ULP EAS RELIER 
ЖА Win. ВРЕ ЖА, HAWE РАК ВОВЕ, DA 
dt, ВЕРА ДЕЕ OE REN BS Wl TE ARARA 

2. Bii 5 EHE 

F| By Ар ЖАНУ Ж AR OSEE UE 36 





G(s) = x: pas“ 
k= 
刚 G'(s)- Y ' Крүз®-! 
k= 


G'(s)* У k(k- Dp,s** 


k= 


上 上述 两 个 级 数 至 少 在 1s1 сда ВО. MEPE T E BUNC 
期 望 存在 时 ， 即 E4E} = у Кр, 存在 时 


G U) =б'(5)],.,= 3 kp, = Et} 


kui 
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ЕЛАТЕ НОЗУ ИОВ, NY. Кр, = оо, Паб (в) = oo 。 


x=.: 


BJ, 5 £ D23736 ТЕЛЕН 
E(EŒ-1))= Уу kæ- Dp. GOL- G 


Ж ‚= EE- (ED = С” (1) +G (D - LG! (1232 
тан TRARA Жу КЕ W ЧЕ LER ТИ ЛУ 2E yi, 
Bi— cR ЗЕ НН ЧН ЛУУ ЗЕ 
A LA pR ЕВРЕЙ ОН G (s) = (q+ ps)", i 
ER-G'(s],.,-n(q* p)" '*p«np 
G'(s)],.,-nin-1D(gqep'p-no-npp 
Di-n(n-ip'-nup-(np)*-np(1-p)-uüpq 
= 、 求 消 松 分 布 的 数学 期 望 和 方差 
NP Ihm Bg GG) 560, M 
ЕЁ = (7 (891... = [е4], = À 
ГС” а) ), = Где), = At 
DE=)2+A- 21% = À 
3. Bj BB ELE ПАО E A Sk 
EEMI BM Н.Ж ҮКА ХОДУ ЧЕЛ ИНВЕ, X 
уа, (DL, НБУ ВОВЕ EARN Dg A CO. Ж 
了 Bts)， 而 随机 变量 = 上 +?， 求 5 的 概率 分 布 。 BEA, Lat 
dB REEL S, Hin G. = P(-r, 


phj e, = Ab, +b, + а, Во= УЛ arb, 
keg 
ARE HU UA SR 
设 CG ОЬЗ £ da Rd Ceo = Yo С.в", 
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ЖИ Bk bis ЖЕЛЕ [s | 108 — ВО ЕАТС Ski uki; PES 
5. 


А (=) В (s) =( x а") Z bis!) 


= x` y ast! 
1-60 


= {ab l GE К+ї=г) 


= У! c, =С(в) 


r=. 


因此 Cc) = А(в)В(5) 
B] mj 4" Sr P ЧЕ ТД АВЕ ELS ik 12 А р ЖЛЕ ТЯ УНУ 
SRP ЕН. HOTE R wP EK, ВЕЕ 
求 和 问题 中 采用 母 函数 十 分 方便 。 

-上述 结 果 可 以 推广 到 工 个 相互 统计 独立 的 非 负 理 值 随 
机 变量 的 求 和 问题 中 。 若 非 负 整 值 随机 变量 51，6，…… Eno 
相互 统计 独立 ， 它 们 的 母 画 数 分 别 Ж Go, GG, + 
G, (5) XR, WÜBEBLUERE n= Ert E, + + En BJ Ek ON 

G, (s) = С, (s) G, Cs) G, (s) 

特别 是 当 上 (ji= d, 2, 6, n) 是 猴 立 同 分 布 的 非 负 整 值 随 
机 变量 于 Gifts) -G,(GD, W Gio = [G;C9 T^. 

= ” 求 二 项 分 布 的 母 函 数 

解 ” 在 贝 努 利 试验 中 А 事件 出 现 的 概率 为 P， 用 &;=1 
代表 A 事件 出 现 ， 则 A 事件 不 出 现 用 ,= 030, RC 
为 9=1-P。 守 是 得 到 一 随机 序列 舍 ;}、 该 序列 中 的 随机 变 
HE, E, "4 是 相互 统计 独立 的 同 分 布 的 。 设 =&1 十 
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z +. +E, BJ n HR MA 6. 
£, IBS BER Sk; G. (s) = ps q, dcn BE RN С. (8) = 
(рэ+ 9)"。 访 结果 与 直接 计算 所 得 相同 。 
傅 四 ”五 显 般 子 任意 投掷 ， 问 总 数 为 15 的 概率 为 何 ? 
E О ВАЛЮ Тр 381. 2. 3. 4. 5. 67x ff RT 


8b, плн, BARKE 是 一 随机 变量 ， 


ia „_5(1-з%) 
RO RV RU REIR H2 (s + S? + > + 89) 一 6(1— 5) k 


一 次 投掷 五 颗 最 子 时 ， 每 颗 般 子 出 现 的 数 是 相互 统计 独 
立 的 随机 变量 ， {is i=l, 2, 3, 4, 5}. па а 


的 总 和 为 

m= tË +Ë +Ë, +Ë 
PA J; тара 5 
| s(1— 5%) | 


G, -| 61-9) 
Ж С. (18. 
С, (s> ssa- sa-s) s 


ep- Qr Gn ebo 


5.6 5:9 GE р... 





z atu 
*1.2 diu + ре ре. 





# G, (s) ЛЕР ДИ s t Gg RN, 15 


рте (1) CX] 








= JE 75953} 
6° їхах3х4 1х2х3х4 
651 | 
= ps 70.084 
ж фран, Ж БЕРЕ ЖЕРШЕ — PS ЖИ ЖЕР D [o] Яй 
是 很 方便 的 。 


《四 ) ”随机 个 独立 同 分 布 非 负 整 值 随机 变量 之 和 的 母 
t: 

= š, Ei, Ut, Ё, С-НА d. B. 有 和 相 [íi 
概率 分 布 的 非 负 整 值 随机 变量 ，P{E， = k)= f. 3£ Bh E Ж 
JEO: Y ns, X4 RIEROKBUBUER, РОУ п) 


ken 


= g.， 其 母 函 数 为 G(s) = Igos" НУКЕ ТАЗЕ 


AR. ELISE +Ë +++ n.n 是 随机 个 独立 同 分 布 非 负 整 
值 随机 变量 之 和 ， 求 1 的 母 肖 数 及 其 特征 数字 。 
记 P=rT}=h,.， 利 用 全 概率 公式 及 估 i}、r? 相 互 统 
计 独 立 ， 风 
h, =P{ġ =r} = s Píir=niPínm=r/v= п} 


n-1 





= Y Piv- njP(E, +&,+ tË, =r/v = 0} 


net 


= ЎТ Ру пур eoe Ё =r) 


а= 
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BT E +Ë, + £V n АЧИН SEE REIR dE f ЖЕҢ 
КИЛЕШЕ, БЕКИ SN 


YO PU eo +Ë, ет}зб = ГЕ (OT 


те 


而 #7 的 母 函数 为 HCs) = УҺ. =" 


m 


WD Ho = у] [ > Pir =n) P{E, +Ë, ++ +. arije 


r= nel 


= У Р{>=п}[ Y: P( +E, + +Ë, =rjs'] 


nel t= 0 


= > Pivz пу Ез) 


= СЕ (5) ] 
RIE, ВН E ЗРАЗУ pai 26 36 5 SE LER ИЛЕШ > 
TR BE B Эй Jas s SIE PE ЛУ PE ERR RE 
由 此 H” (s) = G? [F (s) ЈЕ (s) 
当 ЕЁ, ЯП Ev 存在 时 ， 在 上 式 中 令 s=1， 得 
Eg -tH/(5), =G (DE (D) = CEP) (EE 
x H” (5) = G"[F (sy JCF” (1! + G [F (s) JE” (s) 
4s2i, 得 H'CD-G'ODLF'(OD На (ОЕ) 
Ds = H” (p + H! (D-H (11 
-G'ODLE' DJ +G DFD *G' ()F2 (OD 
-[G' CO PEF” cO 
z(F'OD 1 G"(CD FG (1) - £G' CD! 
+G (IHE (D +E (1) — LF! (O20 
= (EE )2 (Dr) + (EW (DE 
例 五 ”在 上 述 讨论 中 ， 若 ”服从 参数 为 4 НУВ, 
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ERAR F (S), K =E t E toe +5, KE ЖООК Дд 
ы G(s) 2ei*^Uy DW n руно у 
Н (5) = exp Fc — 19 
FLA CPGE xit BER ЖОК ОЯ B Sri tiy h ЕРАК, "E 从 
复合 消 松 分 布 。 
特别 是 ， 当 FF(s) =q + ps 时， Ш На) eine ;这 说 
明 ? IRA ds. 


ШЕП. 系统 的 状态 方程 求解 方法 


(e) 设 xtt) 为 联 维 矢量 并 满足 
Ë (t) = A(x (t) (1) 
Xx(tj) = x, tt 为 起 始 时 间 》 
(1 式 代表 在 零 激 励 时 系统 的 状态 方程 ，A 人 t) nx n ife, 
Ke《t) 为 状态 矢量 ，x( 世 连续 可 导 。 


(1) 式 的 解 为 
x(t)-4d(t,tx(t) = $et,to) (2,8) 
而 (Фс, = A( (th) (2,b) 


ф(ї,, 0) = } 
СИКА DA, MIRE СУЗЕ СТОКА. Ni 
ER ER ЕВО ЛЛ ЖЕН ЖЛЕ ПЕ — o 
(2) 式 中 的 $8(t,t) 称 为 状态 转移 矩阵 。 
(二 ) ЖАНЕР 由 (tt 的 两 个 重要 性 质 
dit. tog mmu t. tt, BEDS C223X 
x(t.) 2d(t,, tox, (3) 
x(t) «dit, tox, (4) 
tn (1 BH УГАА AED =з, HIS 
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x(t), ш 
x(t) =é(t,t,)x(t.) 


因此 х (Е, = ф(х (і) (5) 
CA OASIS A C DRH I 

X(t) = Ait tAlt pto) ta сб) 
比较 (3) 式 与 (6 ) 式 得 

@(t,,t,) = Ata, tO dct, t (7) 


Ф T } 式 中 令 t, = t; Til 
$0, t2 =I =¢ its t Ait t 


或 大 ta] i =@(t,,t) C8) 
(?7.、(8) 两 式 是 状态 转移 矩阵 的 两 个 重要 特性 。 
(三 ) HARA 


= E x(t) =2xtt)，x(to) =xo， 试 利用 状态 转移 矩 
ЖУ BE. 
й dtf, ФСЕ toM E Т p| r E 
$(t,t) = 2ф(®,%) 


| $t =1 | 
Ер Qt sertis 
Wc x(i)-$(t,t) x, = хе” 


BI Hatsa), xto =xo， 试 利用 状态 转 
AEGRUM. | 
Ж ЖИС а T PIRE 
bto) - a (0 (t,t) 


Pto sto) =1 
PEt Lan 
ш ТЕК» 20 


因此 фа, -exp{| асан) 
T 677 。 


r rt ` 
或 X(t) = x,exp {f а (пак 
B= ii g 


x(t) = (zo )-(° - JC) 
xt =-( 
试 求 解 之 。 
и Bx - Ax (1) =0 
其 中 ^-(。 -2) 
Ж e^^'.x(t)-b 


x(t)-e^'.x(0) 
利用 哈密 尔 顿 - 遍 莱 定理 展开 ех", 


A 的 特征 方程 为 
lai- A| = |а ` | 
"lo дуз] =^&(@+@=0 
A BITE 2,90, e= ~ 2。 设 
e^! «c cA 


@ = 0 时 e=] =C +t 
а= -2 8 e''-ec6(-2) 


BB ^ e-16-ia-et) 


СЕЧЕ 


IR 
-| ， ©! е ; 


е- 21 


s 678 = 


| 1 1 -ras XQ 
z(t) = — {1 - ё ) 
s lo Pen Go) | 
(my ЖАТУДАН) 
考虑 下 列 最 一 般 的 时 变 微分 方程 


设 状 态 方 程 为 x(t) = A(t>x(t> + B(t)u(t) (9) 
输出 方程 为 y (t) = C(t)x (t) + D(t)u(t) 
生 其 起 始 条 性 为 X (t,) = x, 


《9 Ju x CO DAKAR AE НОЕН КЫН PEB EF, ORA 19 > 
Nu EEG) GERD , УСОВ ОЛЖ) АСО. ВО), 
С), D(1) BI ФЕ ШР. КИНДЕ US 


x(t) »d(t tx, + | ét, tod! Ato Bu dA 


-é.tox,« {Bt DB uA (10) 
为 了 证 明 (10) 式 。 设 

x(t) =ф(®, ж (bD D 
或 z(t) =é": (t ,t,Xx (t> 
对 (11) 式 求 导 得 ， . 

x(1) = tt) z(t) +@(t,t,) z (t) (12) 

фа,ы кб) + (t tOz (D = ACOx(CO 

4 Bit)u(t) 3) 

18 HS (26) & 


t,t) = ACD dt t) 
фа, toz() = A(t)@é(t,t,yz (t> = А (t)x (t) 


于 是 é(t,t,)z (t) = B(t)u(t) 
或 200) =&# (t,t) Bt ut) (14) 
UDARNA 
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z(t) =z(t.) ‚|, ф-'(1,1.)8(04) uA (15) . 


KODA z(t) =A" * (t;,t;y)x(t,) = x(t,) 
鼓 X(t) = фе) (Ы) 


= фі, х) + f. 4,5047! (А,В (А) dA 
SEDI + |, фе,овоаса ав 


根据 (9 ) 式 ， 系 统 的 输出 为 
y(0 =C(t)x(t) + DO ut) 


-C(é$(t,tox(&) + Ct) f. eG. DBO есд) di 


* D(t)u(t) G7) 
нар, TRE DOR, DERIER GO 
Pit, to = A(1)d (t, ta) (26) 
$1.) =! 
МЖК И, ER A (t) 是 时 间 的 函数 时 ， 求 解 (26) 并 
不 容易 。 
СН) МАЖЕ ЮНЕ, ВА. В. С, руж 
ЗС ЕЕГ, ХАКА СЭ } 的 解 。 
XXE C9 ) se nf 53 1. 
状态 方程 x(t) = Ax (ty + Buct 
输出 方程 УС = Cx(t) + Duct) (18) 
起 始 条 件 x) = x, | 
根据 (四 ) , FERRE 
f é(t.t) = A@(t,t,) 
Мф) = 1 
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АФ? Ant" ` 
2] ^'"*' nap #7 a9) 


m | ME їз) = АС —%%)} С20) 


: ЖЖЖ $+ $C,658)- x 3: *xXP(A(t- 103 








AX, exp(At) [1+ At -+ 


з 
= A+A (t-t) ee 


кур Ф) 
= Aexp(A(t — &)) = Аф, ta) 
且 ехр{А (t - t9) =1=$(to,to) 
BAT ФОЕ) ВЕ, OO. ODAR 38 Sj 


(18) 式 的 解 。 
Ши БЖ 


x(t) = (i Lee «(Luo 
KERAPA =x = (7), созш, ЖОЮ И. 
方程 

ж. 本 全 中 A=( 1 1D) as) 
先 求 状 态 转移 乍 阵 。A 矩阵 的 特征 方程 式 为 


+1 1 
-Al= | | =+ D? +101 «20220 
- I @+1 
A Е а, = 1— j, а„=—1+], 设 
£^' — c rc, A 
nj e 'iULzoerc(-i-p 
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е9 +o (-1+p 
сут ет віп 


со = ег‘ (sint + cost) 


1 0 [7-3 -1 

At ез! (sint + *'sint 
因此 e e-' (sint + cos (, jte sinti 1 EI» 

| (Сон —e- sint 

T \e- ‘sint e-:tcost ) 
@(t,t) -exp(A(t- tij 
(Sesto -et7t'sin(t-t) 
(Metti? sin(t to) et cos(t to} ) 

d ae 


TU * Doos(t— 1) ~et- sint- Д) 1 'a 
x0- To "Ut singt- 1) et Peosqt - À) X.» dà 


"*cosv 
“si sin)? 
= К 


(146€ "sint — е-*со51) 
A) 用 拉 氏 党 换 法 求解 方程 式 (185 
状态 方程 为 x(t) = Ax(1) + Butt) 
dede A HB 5 to-0, ЩХх{60) =x,, 1 
gixOr-XEG, {ut}} = U (s) 
w six (t)) = sX(s) — x, 
对 21D) 式 两 边 取 近 氏 变换 ， 得 
SX(S) —x,- АХ (5) + BU(s) 
œI- AX (5) = x, + BU (s) 


Ld юн 


| (0) 
50-е 'sint--e^'cost) 


(21) 
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X(s) = (sI- A) -'x,-- (sI - Ау +НЦ(з) (22) 
XP O2 SUDO HK ЕЛКЕ ERI fd x (OBI AUR XX. tb $t (22), 
(18), (20691 
S ((sI— Ау-!у=ехр{А%} 
X(t)-exp(Atjx, + 2 '((sI- A)! Bh » ёс! (U(s)) 
PUR HEAR ИИ TIRSS E. 


eo» (С) С) 


1 5+1 — 1 


一 Ti = e—a 
GI- А) {s+ 1)*+1\1 +1) 
$41 І -1 ` 
баъ) (5-1) +1 
= 1 s] 
(s 125-1 (s+1)*+1 


ВТШ” tiele A) 7! =expt(Aty 
(C созї we nt) 


€^'sint e-'cost 


E] (ЮУ ЕК, KUO = 1, Mona 


5 


+l _ 1 | 
(5+1) +1 (s+1):+1 1 
X (s) = 10 2 
— j __ 5*1 jo 
(s +1) +I (s+1>”+1 | 
5+1 


5[ (5+ D? 1] 
1 А 
545+ 1)? +1] 
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[2+ MN а 
218 т: +1 "Tg 
MB _ s+1 
1915 eiii (s+1)*+1 | 


Др +e ‘віле ес 'созё7] | 
于 是 хө = | ? | (t0) 
-可 [Le "sint -e 'cost] 


СЕЎ 线性 离散 时 间 动 态 系统 的 分 析 
gt Оп) 为 系统 的 输入 ， 它 是 一 离散 的 时 间 序 列 ， 怀 (nm 
为 系统 的 状态 变量 ,， 则 状态 方程 可 堆 示 为 


X(n +1) =а(п)К (п) +b(n)U(n) (23) 
起 始 条 件 为 n = n Pf, Х(п) =Х(п„)„ AP am) bo fes 
动态 系统 的 参数 矩阵 。 

采用 递 推 法 解 423) 式 ， 


X(n+ D =a(n)X(n) +b(n)U(n) 
=а(п)[Га(п-1)Х{п—-1) 
4£bin- DG (n -- 1)J+b(nyU(n) 
=а{п)а{({п =- 1)X(n — i) 
+a(n)b(m — DU(n - D +b(n)U(n) 


=а(п)а(п 一 1)---a(n.)X(n,) 
+а(п)а (n - D-«a(n, + 1) Б (п0(п,) 
+ас(л) -An + Dbm, + DUO. + 1) ++ 
-a(n)bqn - )U(n - D + Ёп) О (а) 
SX EEUU РН (a.m), Dt] 


Q(nsl,nj)za(n)a(n-1)--a(n, (Oxnpxn) 
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, Ф(а+1,п,) =в(а)ф(пүп„) | (24) 
3 是 n,n) =l 


М) Х(плу=ф(п,п„)Х(п„)+ Gn,itibi Ui (25) 
Ш n,=0, Bi 


ing 


a-t 


X(n) =Ф(п,0)Х(00+ Y om, i+ DDUG) (26) 


P-0 


Ш ИЫК, Mam, Ьа) ју % x 
жй, а(п) =a, bcn) =b, 于 是 (25) 式 可 写成 


п=1 


X(n) =a" "X(ag + Y! азуу (27) 
i25 
(26) X n] у дй 
X(n)-a^X(0)4 Y? a*-!-'bU(i) (28) 


Dan 


HA 设 有 离散 动态 系统 ， 它 的 状态 方程 可 表示 为 


voro Ci OCO 


11 ĝu, (д) 
+ ( 0 6 Xo 
-aX(n)r-bU(n 


wo, 0) xe) 


x, (n) 


sa (N 2) uw «(^ 07) 


u, (n) 
0 
w 8096 ЕЕН, Ша =, xe» =(), 
X Xo), 
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Ж Ap d SB n RREH ЖЕЕ 
@(n,0) =a" 
a 的 特征 方程 为 
а+1 -3 
jal ~a] -( 2 е4 
于 是 a IER a, = 1, а, =2, АГЕН ЛК 8 - P Ж 
иа", Rm DARDRDBIEGECGE (GR a"。 现 采用 后 者 。 


特征 信 为 = 1 时 的 特征 矢量 为 ( 。)， 特 征 信 为 和 =2 


)=а-1(@- #0 


1 
时 的 特征 矢量 为 (，)， 
于 是 得 a 的 正 交 变换 矩阵 


-G 2G 062 
en AG X, JC. 3 
QUE Am) 


代入 (28) 式 得 


X(n)- Y g*^!-! bU (i) 


1-0 
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pri doc @"7* $%0%71°5—$ 


fm 
li 0 a) 
C, Gao) 


fin- 
i ZTC3 一 2 lu (4) (2*7! - 18) фт 


= | 
са Duu +02 imu 1] 


iep 
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HEMAN Polya model 

FH HIER Polya process 

Ade geometrical distribution 

二 项 分 市 binomial distribution 

сЕ second order process finite variance process 





FAR RTE Markov process 

HRE Markov chain 

EM defect 

= ЕЛӘ triangle ineguallty 

FO GS generalized spectral analysis 


зё variance 
нуна, KANA 


cross correlation function 


БРЕ cross covariance function 
Бане reflecting barrier 

Turf irredncible 

TF Est connting process 

BP HRR. infinitesimal transition rate 
Jud Yule's process 


s 688 * 


Ea RAP St 


Farseval^s equality 


quium tross spectra! density 
БЕ] prediction 

一 步 巴 请 one step prediction 
PERDE qx ae COLE AE ЕН 


matched filter 


5n 画 


HRR- EAE SOS TR 


TE 
Xe JEM MEAN 
Ета 
and ` 
ШАШ 

平稳 分 市 
平稳 增 量 过 程 
生 区 过程 
pip 

"p SERERE 
кру 
平稳 随机 过 程 
SERE 
ME 
Thu 


Chapman -kolmogorov equation 
generating function 
Ehrenfest model 

orthogonal increment process 
accessibility 

accessible, reachable 
positive recurrent state 
stationarv distribntion 
stationary increment process 
birth and death procesa 
telephone exchange 
reliability theory 

balance equation 

stationary stechastic process 
stationary process 

normal distribntian 


power spectrum 


TREES JPEE 


Elita 
BRE 
BRER 


power spectral density, spectral density, 
white noise 
Ccausality 


causal system 
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可 实现 系统 
Би 
кави 
dem 

正定 
пкт 
TA SEDE 
正 交 性 原理 

可 宾 现 的 最 住 系统 


TRE 


Bons 
Е 89% 
3 EB 
ЕЕ ЕЗ 
End 


renlizable svatem 

envelop function 

envelop detection 

norme] process 

positive definite 

Norma] Markovian process 

white noise with normal distribution 
orthogonality principle 

optimum causa] system optimum realizable 
system 


Kalman filtering 


六 a 


covariance 
covariance function 
sovariance matrix 
auto-correlation 


auto-tevariance 


齐 次 孔 尔 可 去 链 【 时 齐 桂 马尔 可 志 链 } 


homogeneons Markov chain 


mu absorbing barrier 
Ш 5 absorbing state 
(eit transitive 
mu closed set 
闭 的 closed 
їн ЕЖЕ absorbing probability 
кыжын НЕ КЕГЕН) 

bomogeneous Markov process 
过 小 的 泊 松 过 程 filtered poisson process 
АФ Tiy 4 negative binomial distribution 
КЕЗЕ Schwartz inequotity 
[nrc ergodic property 


* 690» 





Sx dynamic systom 


Tis inde impulse fanction 

ThE EZ impulse response 

您 元 正 态 分布 multiple normal distribution - 
DERON n-dimensional normal distribntion 
Эй дн mex confinent hypergeometric series 
Bum lto integial 

BT regresstQr 

Кай filteriug 

Jag RS CLIE REDE MES 


conjngate fil£er 


E BIER autoregressive process 


* а 


仁和 努 利和 过 程 Bernoulli proceas 

RE state 

жен continuous parameter 

MEE КИ tuti stochastic process with continnous parameter 
连续 随机 序列 continuous random sequence 
i mean value 

ЗНАШ mean value function 

状态 空间 state space 

RERE state transition diagram 

ME Lp Fr limiting distribation 

Pe £a stationary im strict sense 

Б Тат immterarrival time distribution 
Bg gi p pure birth process 

лр р. 355121 State transition rate diagram 
机 新 计数 过 程 renewal counting process 

更 新 过 各 renewal process 

全 新 国 数 renewal function 

Haim renewal intensity 
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жилі rencwal equation 


UE pure death process 

Xj um limit in mean Square sense 
ЖЕЕ mean square convergence 
ЊЕ mean square сапёіписаз 
Tg ERA. mean square derivative 
зураг mean square differentiability 
DB mean square integral 
HAR mean square integrability 
RIR EHS time average 

BJ PH AF125 PE SK time correlation function 
ГЕ Ен Schottky formula 
PERS time invariant system 
RETE state variable 

状态 方程 state eqnuatiom 

ЖОНЕЛЕ Hilbert transform 
ни Lipchitz condition 

ЕВЕ estimation theory 

ta iiti mean square estimation 


BE SEMEL recursive estimation of time varying signal 


IA m 
АЕ Foisson distribution 
转移 概率 transition probability 
ЖЕДЕ опе step transition probability 


ЕНК, HEERE 

matrix of vransition probability 
PERRE — CHARME 

matrix of one step transition probability 


非 齐 次 马尔 可 于 链 ， 非 时 齐 性 马尔 可 夫 链 


non-homogeneous Markov chain 


周期 的 状态 periodic state 
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HEPIE transition probability distribution fanctlon 
HERRE E transition probability density 

нт Poisson. process 

331 85 I8] 28 {ЕЗУ т conditional distribution of the arrival times 
ЗЕКТЕ КҮРЕ, 非 时 章 人 性 泊 松 过 程 


non-homogeneous Poisson process 





РЕВЕ linear birth апа death process 
ЗЕ Е non-negative definite 
EFRR periodie stationary stochastic process 
ЮЕ linear system 
В! ` convolution 
HETS, PRAH  transier function 
Efi PE Ë ni Bz nnit sample response 
抽样 定理 sampling theorem 
FoR singular component 
规则 分 贡 regular component 
PE TE FJ ШУ S d linear discrete svstem 
ArH linear transformation 
ЗЕЕ non-linear system 
ESTE linear estimate 
A Ej ' 
标准 昔 standard deviation 
相关 函数 correlation function 
REEL CLR complex stochastic process 
rA independent increment process 
相通 communicate 
папе compound Poisson Process 


Top RE RE E R- 费 勒 前进 方程 
IKKolmogorov-T'eller forward equation 
ЖЛ НИНЕ АИКТ 


EKolmogorov-Feller backward equation 
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ex У 

柯 西 准则 

洛 夫 准则 
规范 化 维 纳 过 程 
ТЕЗИС ЖОКЕ) 
ЖИЛЕ 
Wed 
窄带 实 平 稳 随 机 过 程 
独立 性 


probability of extinction 

Cauchy criterion 

Loerve criterion 

Norma lized Wiener process 

statistical average 

narrow band stochastic process 

narrow band signal 

narrow band real stationary stochastic process 


independency 


t й 


HEX sample 

样本 点 sample point 

料 本 空间 sampie space 

FEDAS) sample function, realizatiot 
离散 参 晶 离散 型 随机 过 程 


discrete stochastic process with discrete para- 


meter 


РАА ЕБ 


ж 


continuous stochastle process with discrete pa- 
rameter, continuous random sequence 


moment 


宽 平 稳 ( 随 机 过 程 ;， 宽 平稳 (对 程 } 


BUREAU 
gi 
HAF 


ЗТ ЕСЕТА БВАЛ 


SES BUS 
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stationary stochastic process in wide sense, 
stationary in wide sense, wide sense stationary 
discrete branch procesa 

Erlang formula 

thecmal noise 

eR 

Taylor's» expansíon of stationary stochmstic 
process 


energy spectral density 


——HM u papapas E 


SRAN 


пис) 


Еч 


n ЖАЗ 


离散 形式 的 锥 纳 泪 法 


递归 线性 均 方 估计 


ne 
-Pina 


ЖЕ 

КНЕ 3k 

排队 问题 
EJE 
жапе 
SERA 
cH ERA RS 
特 号 函数 

HZ 

维 纳 积 分 





discrete system 

Gaussian process 

Gaussian density function 

n-dimensional] Gaussian density function 
discrete form of Wiener filtering 
recursive linear mean square estimate 
recursive process 


recursive process of first order, 


+ 一 а 


recurrent state persistent state 
characteristic function 

queuing problem 

subsidarv equation auxilliary equation 
Wiener process 

Wienaer-Khintchine formula 

ideal band pass limiter 

sign function 

threshold crossing 


Wiener integral 


HI RELIER HER ER 


m RAS 


Ва: 
БИЛЛ. de БЕ 
随机 序列 

BG UL E 
随机 电报 信号 
斯 特 灵 分 > 
Big 


The Wiener-Kolmogorov theory 
Wiener-Holf equation 


+ 二 B 
stochastic process random process 
random variable 
random sequence ' 
random vector 
random telegraph signal 


Stirling formula 


random matrix 
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СЕНБЕ) transient state 


ЖР БЕ ergodic state . 
SAHRA waiting time distribution 

pci shot noise 

ВЕ stochastic analysis 

831 33 moving average 

ВЕ stochastic differential equation 


REE ADAE) ergodicity ergodic property (C 
SICE SICUL ЭЧЕ) ensemble average 
联合 平 稿 随机 过 程 | jointlv stationay stochastic process 


AHRR ergodic conversion 

ЖИ SIEHE Ornstein-Uht!enbeck process 

ЕН Rayleigh's distribution 

PEE RICE. minimum mean square error M.M.S,E 
REREH optimal! linear estimate 

ЖЕЕ! optimal prediction 

PEHE optimal filtering 

REFA optimal smoothing 


i - 十 三 ой 
数字 特 证 ! 特 征 数 字 》 characteristic numbers 


THER nul! recurrent state 

"EXE flow of prpbability 

КЕ jump rate function 

HR zone e jump inteasity function 
З-ОН EX Fokker-Planck equation 

sth mp zero input response 

ZRSR zero state solutiam 

SUB GUI IE zero input state transition function 
HES апаітёіс signal 


токай, ЕА 


mera order modified Bessel's function 
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gx zero crossing 


+ 四 o: 
ЖГ spectral analysis 


Pg x: spectra! decomposition theorem 


+ 六 PB 


" 


at noise 
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